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内 容 简 介 


现代 数学 的 基础 是 代数 学 、 拓 扑 学 与 泛 函 分 析 。 我 们 在 第 一 
章 介绍 一 点 必 不 可 少 的 代数 知识 ;第 二 章 介 绍 实数 空间 上 的 拓扑 ; 
第 三 章 介绍 测度 与 积分 理论 ; 第 四 章 介绍 各 种 形式 的 黎 曼 积分 与 
一 致 收敛 性 ， 其 中 包括 广义 积分 、 含 参 变量 积分 等 ， 第 五 章 泛 函 
分 析 初 步 ;， 第 六 章 富 氏 积分 与 广义 函数 ， 它 是 应 用 数学 重要 的 工 
具 。 

本 书 是 工科 数学 教学 改革 的 试用 教材 ， 可 作为 高 等 工科 院 校 
学 生 的 选修 课 教 材 ， 也 可 作为 工科 研究 生 、 工 程 技术 人 员 的 参考 
书 。 


序 言 . 


当今 数学 的 非凡 之 处 是 ， 她 对 科学 和 工程 技术 的 所 有 领域 都 
做 出 了 令 人 瞩目 的 贡献 。 

数学 是 一 门 科 学 ， 她 集 系 统 性 、 严 密 性 、 逻 辑 性 、 精 确 性 、 创 
新 性 和 想象 力 于 一 体 。 她 在 探索 中 前 进 ， 在 前 进 中 探索 ， 从 而 日 
至 完美 。 数 学 以 其 自身 强大 的 生命 力 和 魅力 ， 渗 透 到 人 类 生活 和 
科学 技术 的 各 个 领域 ， 并 成 为 人 类 文明 和 进步 的 基础 。 

数学 是 一 种 文化 ， 她 高 度 专业 性 的 语言 ， 追 求 完 美和 创新 的 
思想 ， 形 形 色 色 的 工具 和 严密 的 思维 方式 ， 不 仅 适 应 自身 发 展 的 
需要 ， 而 且 已 被 有 效 地 用 于 阐述 和 回答 各 种 科学 问题 。 科 学 技术 
发 展 史 表 明 ， 数 学 不 仅 是 推动 科学 技术 进步 的 重要 因素 ， 而 且 也 
是 当今 以 微 电 子 技术 、 计 算 机 技术 、 网 络 与 通信 技术 为 核心 的 信 
息 时 代 取 得 突出 成 就 的 重要 因素 。 欧 几 里 得 几何 、 麦克 斯 威 方程 、 
爱 因 斯 坦 相对 论 ， 处 处 可 见 经 典 数学 的 踪迹 与 力量 。 当 今 个 人 计 
算 机 及 其 广泛 应 用 、 并 行 计算 机 及 并 行 算法 、 计 算 机 网 络 、 多 媒 
体 数据 的 通信 与 保密 、 数 字 图 像 的 压缩 与 还 原 、 生 命 科学 的 细胞 
分 裂 、 DNA 双 螺 旋 研 究 等 等 ， 都 散发 着 近代 数学 的 浓郁 气息 。 数 
学 从 来 没有 像 今 天 这 样 充 满 青春 活力 ， 并 广泛 应 用 于 人 类 生活 的 
各 个 领域 。 

数学 教育 在 高 等 教育 中 占有 重要 的 地 位 ， 数 学 教学 改革 是 理 
工科 大 学 教学 改革 的 重 中 之 重 。 公 共 数 学 课程 不 仅 要 为 学 生 打 下 
坚实 的 基础 和 为 学 生 专 业 课 学 习 提供 必要 的 数学 工具 ， 而 且 也 是 
培养 高 素质 人 才 具 有 严密 的 逻辑 思维 能 力 、 创 新 能 力 的 重要 举措 。 


20 世纪 中 叶 形 成 的 我 国 理工 科 数 学 课程 体系 ， 由 于 内 容 、 篇 幅 等 
多 方面 的 原因 ， 已 不 适应 高 等 教育 和 科学 技术 发 展 的 需要 。 主 要 
问题 是 重 经 典 轻 现代 、 重 解析 轻 计 算 、 重 连续 轻 离 散 ， 内 容 过 多 、 
课时 过 长 等 等 。 为 了 深化 数学 教学 改革 ， 积 极 投身 国家 教委 组 织 
的 “面向 21 世纪 改革 教学 内 容 和 课程 体系 计划 ”， 国 防 科技 大 学 
金 治 明教 授 、 罗 建 书 教授 在 理工 科大 学 数学 教学 方面 作 了 积极 的 
探索 和 尝试 。 他 们 以 工科 高 等 数学 和 线性 代数 为 基础 ， 以 较 小 的 
篇 幅 介 绍 了 现代 数学 的 三 个 基础 学 科 一 一 代数 .拓扑 和 泛 函 分 析 。 
本 书 的 出 版 ， 为 非 数 学 专业 的 理工 科大 学 生 尽快 了 解 现代 数学 的 
基本 概念 、 理 论 和 方法 ， 创 造 了 有 利 条 件 。 
我 衷心 地 祝愿 数学 教学 改革 取得 更 大 的 成 就 。 


, 齐 治 昌 
1998 年 3 月 于 长 沙 


编 者 的 话 


数学 教学 在 高 等 教育 中 占据 非常 重要 的 位 置 ， 数 学 不 只 是 作 
为 工具 为 各 学 科 提 供 描绘 由 量 的 规定 性 所 揭示 的 物质 运动 的 规 
律 ， 更 重要 的 是 贯穿 其 中 的 高 度 抽象 的 方法 、 严 密 的 逻辑 推理 是 
任何 一 门 学 科 所 必须 具备 的 。 

人 类 理性 探索 的 一 个 永恒 的 主题 是 :“ 认 识 宇宙 ,也 认识 人 类 
自己 。” 在 这 个 探索 中 数学 起 着 特别 的 作用 , 它 是 现代 科学 技术 的 
语言 和 工具 。 数 学 ， 它 不 断 追 求 最 简单 的 、 最 深层 次 的 超出 人 类 
感官 所 及 的 宇宙 的 根本 。 现 代数 学 的 应 用 不 再 局 限 在 自然 科学 的 
范畴 ， 数 学 在 社会 科学 和 社会 经 济 中 的 应 用 也 日 显 重 要 ， 以 随机 
分 析 为 基础 的 金融 数学 成 为 现代 金融 分 析 的 主要 工具 。 中 国 数学 
会 前 理事 长 齐 民 友 先 生 曾 指出 :“ 一 种 没有 发 达 数 学 的 文化 是 注定 
要 衰落 的 ， 一 个 不 掌握 数学 作为 文化 的 民族 也 是 注定 要 衰落 的 。” 

然而 ， 数 学 的 发 展 已 经 使 它 本 身 成 为 一 个 大 海 ， 作 为 工科 的 
本 科 生 在 掌握 了 一 点 高 等 数学 之 后 应 该 再 学 一 些 什么 呢 ? 如 果 在 
继续 训练 技巧 与 深入 到 现代 数学 的 基础 二 者 之 间 一 定 要 作 一 选择 
的 话 ， 我 们 宁可 选择 后 者 。 这 就 是 本 门 课程 的 指导 思想 ， 但 这 丝 
毫 也 不 表示 练习 的 不 重要 ， 因 为 只 有 通过 练习 才能 深入 掌握 所 学 
的 知识 ， 才 能 培养 解决 问题 的 能 力 。 

人 们 公认 现代 数学 的 基础 是 代数 学 、 拓 扑 学 与 泛 函 分 析 。 我 
们 在 第 一 章 介绍 一 点 必 不 可 少 的 代数 知识 ;第 二 章 介绍 实数 空间 
上 的 拓扑 ;第 三 章 介绍 测度 与 积分 理论 ;第 四 章 介绍 各 种 形式 的 
黎 曼 积分 与 一 致 收敛 性 , 其 中 包括 广义 积分 、 含 参 变量 积分 等 ; 第 
五 章 泛 函 分 析 ; 第 六 章 富 氏 积分 与 广义 函数 ， 它 是 应 用 数学 重要 


的 工具 。 

前 四 章 由 金 治 明 执笔 ， 后 两 章 由 罗 建 书 执笔 ， 赦 武 峰 副教授 
审读 了 部 分 内 容 ， 并 为 第 一 、 二 章 配 备 了 习题 ， 西 北 工业 大 学 张 
牧 帜 教授 和 华南 理工 大 学 汪 国 强 教授 审读 了 全 书 ， 并 提出 了 宝贵 
的 修改 意见 ， 国 防 科技 大 学 出 版 社 总 编 谷 建 汀 副教授 作 了 仔细 审 
校 。 在 此 表示 衷心 的 感谢 。 

本 书 的 出 版 是 教学 改革 的 初步 尝试 , 缺点 、 错误 在 所 难免 , 希 
望 广大 读者 与 同行 批评 指正 。 


金 治 明 ” 罗 建 书 
1998 年 4 月 于 长 沙 
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数学 最 基本 的 研究 对 象 是 数 ,这 些 数 之 间 有 加 、 减 , 乘 、 除 等 代 
数 运算 ,但 今后 我 们 将 看 到 一 些 不 是 数 的 对 象 也 可 以 定义 类 似 的 
运算 。 于 是 这 些 对 象 与 数 之 间 有 某 种 类 似 。 数 学 是 高 度 抽象 的 科 
学 , 它 把 这 二 者 在 某 种 一 一 对 应 的 意义 下 “等 同 "起 来 ,并 称 之 为 
“代数 同 构 ”。 这 样 ,我 们 就 可 以 把 所 研究 的 对 象 按 其 是 否 “ 代 数 同 
构 ” 而 归 为 一 类 。 


$1.1 集合 及 其 运算 


把 我 们 所 要 研究 的 某 种 确定 的 对 象 放 在 一 起 就 构成 集合 , 集 
合 是 不 能 再 进一步 定义 的 概念 .构成 集合 的 对 象 称 为 集合 的 元 素 。 
通常 用 大 写字 母 A4,8,C,… 表 示 和 集合 ,而 用 小 写字 母 yb,c,… 表 
示 集 合 的 元 素 。 这 里 我 们 引入 记号 E 表示“ 属于 ”, 比 如 a€ 4 表示 
“a 是 4 的 元 素 ”, 而 a& 4 表示 “a 不 是 4 的 元 素 "。 表 示 集合 的 方 
法 通常 有 两 种 ,一 种 是 外 延 法 ,也 就 是 将 集合 的 所 有 元 素 都 列举 出 
来 ,如 
= {0,1,3} 
它 表示 和 集合 4 由 0,1,3 yy 但 有 时 这 样 做 很 不 方便 ， 
比如 考虑 所 有 自然 数 的 集合 N, 而 N 中 元 素 是 列举 不 尽 的。 于 是 
我 们 采用 概括 法 来 表示 它 , 即 记 
N= {zx|P(z)} 
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其 中 P(z) 表 示 “z 具有 某 种 性 质 P”, 例 如 P(z) 为 "x 是 自然 数 ”。 
又 如 
5 三 (y|z 为 自然 数 , 且 18 三 z 二 24,y 二 7) 
即 S=={5832,6759,8000,9261,10648,12167,13824}. 虽然 5 是 可 
以 用 外 延 法 表达 的 ,但 用 概括 法 使 人 更 明白 集合 S 中 元 素 的 性 
质 。 一 个 很 特殊 的 集合 是 空 集 他 , 它 表 示 其 中 没有 元 素 ,用 概括 法 
可 写 为 
B= (zlz 天 z)} 

其 实 这 里 P(z) 可 以 是 任意 一 个 不 成 立 的 命题 ,比如 "z 天 zz 一 工 
十 1 等 。 

元 素 与 集合 是 两 个 不 同 层次 的 概念 ,如 用 z 表示 元 素 , 则 {z} 
表示 由 单个 元 素 xz 所 组 成 的 集合 ,我 们 有 zE {x}. 但 是 ,不 允许 写 
ZzEx, 同 样 不 允许 写 z&x. 事实 上 ,如 果 人 允许 这 样 写 , 令 1'={x|zx 
多 7), ,那么 ET, 或 者 T&T 都 将 导致 巴 盾 。 

设 A4,8 为 两 个 集合 ,ACB 表示 “4 含 于 8”, 或 “8 包含 A”， 
也 就 是 凡 4 的 元 素 都 是 B 的 元 素 , 此 时 也 称 4 为 8 的 子 集 合 。 用 
数理 逻辑 的 记号 我 们 写 为 :Y zE 4 二 xzE€E B, 其 中 Y 表示 “对 任意 
一 个 ”, 过 表示 “蕴含 着 ”或 “推出 ”。 如 果 AS8B, 但 存在 元 案 b 属于 
8 而 不 属于 4, 则 称 4 真 含 于 8, 或 8 真 包含 4, 并 记 为 “4CB, 如 
果 A4CSB8, 且 BSE4, 则 称 4 等 于 8, 并 写 “4=8B8”. 读者 要 注意 E 与 
导 的 区别 ,前 者 是 元 素 与 集合 的 关系 ,后 者 是 两 个 集合 的 关系 。 

设 4,8 为 两 个 集合 ,我 们 可 以 定义 它们 的 运算 ， 

AUB={rlIr€EAVzrEB} 
读 作 4 与 8 的 并 ,其 中 V 表示 “或 ”， 
ANB= {rlz€E ANAzrEB} 
读 作 4 与 8 的 交 , 其 中 “人 表示“ 并且 ”,ANB 也 简 记 为 AB. 
A\B= {rlr€E ANMrEB} 
读 作 4 差 8. 显然 如 果 4 和 SB, 则 A\8=B. 当 BCA 时 ,A\B 关 了 FD， 


此 时 称 它 为 真 差 。 

如 果 我 们 所 考虑 的 对 象 都 在 集合 X 内 ,也 就 是 我 们 所 要 讨论 
的 集合 都 是 X 的 子 集合 , 则 称 X 为 空间 。 设 4CSX, 称 真 差 X\4 
为 4 的 余 集 ,并 记 为 45. 

定理 1.1 设 有 空间 X,A,8,C 为 集合 , 则 有 下 面 的 运算 法 
则 : 

(1) 交换 律 :AUB=BUA4,ANB=B8 门 4; 

(2) 结合 律 :4U(CBUC)=(4UB)UC 

AN(BNCO= (ANBNC; 
(3) 分 配 律 :AU (8 由 0)=(4UB)N (C4UO); 
ANMNMC(BUCO= ANB) UUANO; 
(4) 德 ， 摩根 律 :(4UB)c=4cmBci 
(AnB)c=4cU pei 

证 明 人 举 第 一 个 分 配 律 的 证 明 为 例 , 我 们 只 要 证 明 等 式 两 边 
的 集合 互相 包含 。 设 TEAU(BNC), 则 xzE4h, 或 者 +xEB 且 rE 
C, 当 zE4, 则 显然 zx 属于 等 式 右边 的 集合 ;而 当 zE 有 且 zEC， 
则 zxE CAUB) 且 xE (4AUC), 因 此 

AU (BNOSC(AUUBNAUOC) 

反之 , 设 z 属于 等 式 右边 的 集合 , 则 xz 属于 4 或 属于 8, 同时 zx 属 
于 4 或 属于 C, 这 样 zx 属于 4 或 者 zx 同时 属于 8B, 属 于 C, 于 是 zx 
属于 等 式 左边 的 集合 。 类 似 可 以 证 明 其 它 几 个 运算 法 则 。 口 

集合 的 关系 及 其 运算 法 则 可 用 下 面 的 图 1 一 1 表示 。 


8$ 1.2 关系 与 映射 


设 4,8 是 两 个 集合 ,我 们 称 集合 
AXB={<r,y> |xr€ A,y€ B} (1—1) 

为 集合 4 与 8 的 简 卡 尔 乘积 .其 中 <x,y 称 为 有 序 对 ,也 就 是 说 
<z,y 和 与 <y,zx 二 是 不 同 的 。 

定义 1.1 称 4XB 的 子 集合 R 为 集合 4,B 上 的 一 个 关系 。 

如 果 4, 都 是 实数 集 民 ,可 以 分 别 用 x- 轴 ,y- 轴 来 表示 , 则 RR 
XR 就 表示 坐标 平面 .平面 上 任意 一 个 集合 都 是 一 个 关系 ,通过 原 
点 画 一 条 斜率 为 1 的 直线 ,这 条 直线 就 表示 z=y 的 关系 ,而 这 条 
直线 的 右 下 方 恰好 表示 zy 的 关系 。 以 坐标 原点 为 圆心 ,半径 为 
1 的 贺 当 然 是 坐标 平面 上 的 点 集 , 它 表示 的 是 关系 : 

R= {(x,y)lrx: + y 1} 


对 于 一 个 关系 R, 称 
dom(R) 二 {xz13 y 使 得 过 x,y>>€ R} 
为 关系 R 的 定义 域 ,而 称 
rng(R) = {zl zx 使 得 人 zy>ER)} 

为 关系 R 的 值 域 。 

关系 是 一 个 集合 似乎 很 不 好 理解 ,其 实 我 们 把 关系 与 具有 这 
种 关系 的 有 序 对 看 成 同一 ,这 样 就 不 难 理解 关系 就 是 一 个 集合 。 为 
了 方便 ,我 们 常用 a~x6 表示 a 与 5 具有 关系 R, 这 样 

R= {<z,y>E€ AX Blr~ry} 

一 般 说 来 ,+~~xy, 并 不 一 定 有 y~rz, 这 就 是 说 关系 不 一 定 有 对 称 
性 。 数 集 上 的 “二 "关系 ,人 群 中 的 “父子 ”关系 都 没有 对 称 性 ,这 也 
就 是 我 们 引入 有 序 对 ,把 <x,y 二 与 <y,z 二 视 为 不 同一 的 理由 。 
等 价 关 系 是 一 种 重要 的 关系 。 

定义 1.2 设 RE4X4, 如 果 关 系 尺 具有 如 下 的 性 质 , 则 称 
它 为 等 价 关系 : 

(1) 自 反 性 , 即 z~rz 也 即 <z,z>ERi; 

(2) 对 称 性 , 即 车 z 一 ry 之 y~xz; 也 即 之 zx,y>>ER=><y,z> 
ERi 

(3) 传 递 性 , 即 z 一 ay 且 ?一 az 全 z 一 az, 也 即 <zyy>ER, 且 
<y,z> ER, 则 必 <z,z>ER. 

由 (1) 看 出 ,等 价 关系 是 一 个 非 空 的 集合 ,也 即 它 必 包 含 所 有 
“对 角 线 ”的 元 束 :R 汪 {<z,z> |zE€ 4}. 

如 果 R 是 两 个 实数 集 上 的 相等 关系 “=”, 即 R={<zr,y>|z 
三 y) ,显然 它 是 一 个 等 价 关系 。 设 X 为 空间 , 称 (X)={E|EGC 
)} 为 X 的 宕 集 , 也 就 是 X 的 全 体 子 集 。 设 R 为 集合 的 相等 关系 ， 
即 

R= {<E,F>E DX) X PDX)E = F} 

则 R 是 等 价 关 系 。 显然, 数 集 上 的 “二 ”或 “<<” 关系 不 具有 自 反 性 
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与 对 称 性 ,因此 不 是 等 价 关 系 , 同样 寡 集 上 的 包含 关系 也 不 是 等 价 
关系 。 撤 开 集 合 的 具体 内 容 , 设 R 为 集合 4 上 的 等 价 关 系 , 称 
.[z] = {y € Aly ~xz} 

为 元 素 zx 的 R 等 价 类 (简称 为 等 价 类 )。 对 任意 的 xzE 4, 或 者 xE 
[zj], 或 者 z&[zxj. 当 xz& [zx] 时 ,等 价 类 [z] 必 与 [x] 不 相交 。 事 实 
上 ,如 果 有 aE€[zjNn[zj, 则 xz~xa 且 a~wnz, 由 传递 性 ,x 与 > 等 
价 , 从 而 zE [zx], 矛 盾 。 由 此 可 见 , 集 合 4 被 分 成 为 两 两 不 相交 的 
等 价 类 ,而 且 4 就 是 这 些 等 价 类 的 并 。 举 一 个 例子 , 设 N 为 自然 数 
的 集合 ,对 m,nEN, 引 入 等 价 关系 R 如 下 :m~rn 当 旧 仅 当 产 一 ) 
能 被 3 除 尽 。 容 易 验证 ~~« 是 一 个 等 价 关系 ,并 且 我 们 有 三 个 等 价 
类 : [0]={mEN|m=3k,kEN},[1]= {mEN|m=3k 二 1,kEN}, 
[2]={mEN|m=3k+2,kEN}), 而 且 N=[0]U[1JU [2]. 

序 是 另 一 种 重要 的 关系 。 设 X 为 一 个 集合 ,XXX 上 的 具有 
传递 性 的 关系 “<< 称 之 为 序 *, 亦 即 如 zy,zEX,z<y 且 y<z, 则 
Z<x. 这 里 <” 并 不 一 定 表示 通常 的 “小 于 ”。 实 数 集 上 通常 的 “小 
于 ”关系 “<” 就 是 一 个 序 ;集合 论 中 定义 在 多 (CX) 上 的 包含 关系 
“C” 也 是 一 个 序 。 

如 果 在 X 上 定义 了 序 "“<” 则 称 (X,<) 或 X 为 偏 序 集 ,如果 
它 还 满足 

(1D) 若 xz<y 且 y<z, 则 z=y; 

(2) 对 于 X 中 任意 两 个 不 同 的 元 察 z,y, 总 有 zx<y 或 y<z 
则 称 < 为 一 个 全 序 , 称 (X,<) 或 X 是 一 个 全 序 集 。 实 数 集 按 通常 
的 “小 于 ”构成 全 序 集 , 而 (多 (X), 己 ) 只 是 一 个 偏 序 集 。 

设 (X,<) 是 一 个 偏 序 集 ,4 为 其 子 集 ,如 果 对 于 4 中 每 个 元 
,都 有 ?<z 或 ?=*, 则 称 z 为 4 的 上 界 。 如 果 z 为 4 的 上 界 ,而 
且 小 于 或 等 于 4 的 其 它 上 界 , 则 称 zx 为 4 的 上 确 界 ,类 似 地 可 定 
义 4 的 下 界 , 下 确 界 , 称 集合 X 是 序 完备 的 ,如 果 X 的 每 个 具有 
上 界 的 非 空子 集 都 有 上 确 界 。 
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定理 1.2 集合 X 对 于 序 < 是 序 完备 的 充 要 条 件 是 每 个 有 下 
界 的 非 空子 集 都 有 下 确 界 。 

证 明 假设 X 序 完备 ,4 是 一 个 有 下 界 的 非 空子 集 , 令 B 为 
的 所 有 下 界 所 组 成 的 集合 , 则 B 非 空 ,并 且 任 意 的 a€ 4 都 是 8 
的 上 界 ,由 序 完备 性 , 有 上 确 界 5. 于 是 5 小 于 或 等 于 B 的 每 一 
个 上 界 ,所 以 2 小 于 或 等 于 4 的 每 个 元 ,因此 5 是 4 的 下 界 。 此 
外 ,5 是 8 的 上 界 , 即 b 大 于 或 等 于 4 的 每 个 下 界 ,因此 5 是 4 的 
最 大 下 界 , 即 下 确 界 。 充 分 性 的 证 明 是 类 似 的 。 

定义 1.3 设 A4,8 为 两 个 集合 ,f 为 一 个 对 应 规则 ,使 得 对 于 
任意 一 个 aE 4, 有 且 仅 有 一 个 6&€ B 与 其 相应 , 则 称 了 为 定义 在 4 
而 取 值 于 B 的 映射 或 函数 ,并 写 为 

4 一 月 

称 4 为 f 的 定义 域 , 记 为 dom( 了 有), 称 f(a) 为 a 的 像 ,a 为 1(a) 的 
原 像 。 像 的 全 体 是 & 的 子 集 , 称 为 了 的 值 域 , 记 为 rng(7). 如 果 8 
三 rng( 有 ), 亦 即 Y yEB8,3 xE 4, 使 得 f(x)=y, 则 称 f:4 一 8 为 
映 上 的 或 满 射 ;如 果 rng(/) 忆 8, 则 称 为 映 内 的 。 

今后 ,对 4 的 任意 子 集 上 ,我 们 记 

f(E)= {f(z)|r € E} 

并 称 它 为 集合 E 的 像 集 ,注意 ,这 里 集合 4,B 并 不 一 定 是 数 集 , 所 
以 称 /为 函数 ,还 不 如 称 它 为 映射 。 我 们 看 到 映射 了 与 有 序 对 < 
wo)> 的 全 体 ,也 即 映射 的 图 可 以 视 为 同一 ,因此 了 映射 上 也 是 
关系 , 它 也 是 4X 的 子 集 。 但 根据 映射 的 定义 可 知 , 如 <a,p>E 
九 <a,c>E 妨 则 必 %=c. 这 是 映射 有 别 于 其 它 关系 之 处 。 

映射 是 可 以 多 对 一 的 ,如 果 f(z)=f(y), 必 有 z=y, 则 称 了 
是 单 射 。 如 果 了 是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 它 为 双 射 ,或 1-1 映射 。 

设 f:4 一 B,g:8 一 C, 则 由 g。f(z)=g(f(zx)) 定 义 的 映射 
g。f:A 一 C 称 为 是 f,g 的 复合 映射 。 

设 f:4A 一 8 为 双 射 ,对 于 每 一 个 bE€ 8, 存 在 唯一 的 a€ 4, 使 
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得 Fo) 一 ,于 是 我 们 可 以 定义 逆 映 射 或 反 函 数 广 ' 如 下 : 
广 !() 一 a 

于 是 (f(x))=z,f1(f(y))=y. 

对 于 8 的 任何 子 集 上 ,我 们 称 

f(AE)= {rE Alf(r) EE} 

为 集合 E 的 逆 像 。 这 个 记号 是 经 常用 到 的 , 它 是 4 的 一 个 子 集 ,其 
中 元 素 zx 满足 条 件 :f(z+) EE. 逆 像 运算 保持 集合 的 运算 不 变 , 也 
即 它 满足 : 

(1) fF (YEU ED) 

(2) Ff NE)= NE) 

(3) fiI(E\F)=f7(E) TF) 
利用 集合 相等 的 定义 ,容易 证 明 上 述 性 质 ,这 里 我 们 只 证 明 (1) ,其 
余 留 给 读者 作为 练习 。 事 实 上 , 如 果 ztk 广 : (VE) ,; 则 f(x)€ 
YE: 也 即 存 在 jE7, 使 得 f(x)EE,, 于 是 xE f71(E,), 从 而 EE 
UV 站 (Ei). 反 之 ,如 果 7E U/CE) ,那么 必 存 在 某 个 jE7T, 使 得 
xzE /71ED) ,于 是 f(x)E CE), 故 f(z)E UE 这 表明 z 属 于 (1) 
式 的 左边 。 故 (1) 式 成 立 。 

对 4A,BE 多 (X), 定 义 关系 R 如 下 :A~x8 名 存在 双 射 使 得 
了 :A 一 8B, 容易 证 明 R 是 一 个 等 价 关系 。 

我 们 称 两 个 能 够 互相 1-1 映射 的 集合 是 等 势 的 ,也 说 它们 有 
相同 的 势 , 并 写 为 


A=B 
记 
N,= {mE NIm<n} 
称 它 为 N 的 一 个 前 节 , 并 令 
RN 一? 


此 时 N, 的 势 就 是 集合 N, 中 元 素 的 个 数 ,- -个 与 N 的 某 一 个 前 节 
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等 势 的 集合 称 为 有 限 集 。 有 限 集 是 不 能 与 其 真子 集 等 势 的 。 称 与 
N 等 势 的 集 为 可 列 无 限 集 。 可 列 无 限 集 的 势 叫做 阿里 夫 0, 记 为 
So. 也 就 是 它 的 元 素 可 以 用 自然 数 来 编号 :a1,as,… ,可 列 无 限 集 
与 有 限 集 统称 为 可 列 集 。 高 等 数学 中 的 数列 {a,1nEN} 就 是 一 个 可 
列 集 ,一 个 很 重要 的 可 列 集 就 是 全 体 有 理 数 的 集合 。 

有 限 集 的 基本 特征 是 它 不 能 与 其 真子 集 等 势 ,而 无 限 集 的 基 
本 特征 是 它 能 够 与 它 的 一 个 真子 集 等 势 。 设 a,6b 是 两 个 实数 ,集合 
(a,b) 二 {zizE R,a<zx<b} 与 全 体 实数 RR 的 势 相等 。 这 个 事实 似 
平 难以 接受 ,但 是 我 们 可 以 证 明 如 下 : 令 

| 

2 
b—a 
容易 证 明 f: (a,5) 一 R 是 一 个 双 射 。 所 以 a,5)== 丰 . R 的 势 叫做 阿 
里 夫 1, 记 为 S1. 我 们 可 以 证 明 R 是 不 可 列 集 ,为 此 我 们 只 须 证明 
U=[0,1] 是 不 可 列 集 。 用 反 证 法 ,如 果 U 可 列 , 也 即 U 的 元 素 可 
排 成 序列 :S= {zi,z2,…}, 于 是 U 中 任 一 点 必 在 序列 S 中 。 将 U 
分 成 三 部 分 :[0,1/3],[1/3,2/3],[2/3,1], 其 中 至 少 有 一 个 不 含 
有 zi, 记 它 为 U1( 如 果 有 两 个 不 含有 xz， 则 可 任 取 一 个 为 U1), 现 
在 再 将 Di 分 成 三 等 分 , 取 其 中 不 含 x, 的 部 分 为 U,, 依 次 类 推 得 
到 一 个 集合 序列 U1,U,,…, 且 UiiCU,,z, 仿 U,.U, 的 长 为 1/3"， 
趋 于 0. 因此 必 有 点 $, 适 合 


f(r) = tan jE 


EU 一 1,2 
这 样 ,对 一 切 nEN,z,&U,, 又 YEU,. 于 是 ， 
《天 一 1, 2 


但 $ 是 U 中 的 点 ,这 与 U 中 的 点 必 在 序列 S 中 矛盾 。 
容易 证 明 在 一 个 无 限 集中 一 定 含有 一 个 可 列 集 , 所 以 可 列 无 
有限 集 是 势 最 小 的 无 限 集 。 


31.3 群 \ 环 \ 域 


群 . 环 . 域 都 是 代数 结构 ,我 们 从 群 开始 。 

定义 1.4 设 G 是 由 某 种 元 素 组 成 的 非 空 集合 ,如 果 下 面 的 
条 件 成 立 : 

(1) 在 G 中 可 定义 一 种 代数 运算 。( 或 十 ) , 称 之 为 乘法 或 
加 法 ,使 得 对 G 中 每 一 对 元 素 ,6, 有 G 中 的 元 素 a* 5 或 a+b 与 
之 对 应 ( 亦 即 G 对 。( 或 十 ) 运 算 封闭 ); 

(2) 成 立 结合 律 , 即 对 于 G 中 任意 元 素 ab,c 有 

aa。，(b。c) 一 (ae。b)。c 

(3) 在 G 中 存在 元 素 e, 称 之 为 单位 元 ,使 得 对 任意 的 aEG 

有 
a*e=e°*a=a 
(4) ”对 G 中 每 一 个 元 素 a, 存 在 元 素 a-!, 称 之 为 逆 元 ,使 得 
aa 一 aiea 一 e 

则 称 (G,。) 为 一 个 群 ,方便 地 也 称 G 为 群 。 

当 群 中 的 运算 。 称 之 为 乘法 时 ,我 们 往往 写 a。6 为 ob, 称 为 
积 , 并 称 该 群 为 乘 群 。 当 群 中 的 运算 称 之 为 加 法 时 , 记 a。6 为 a 十 
65, 称 为 和 ,并 称 该 群 为 加 群 ,同时 记 单位 元 为 0, 而 a 的 逆 元 记 为 
一 a. 千 万 不 要 以 为 这 里 的 乘法 就 是 数 的 乘法 ,加 法 就 是 数 的 加 法 。 

例 1-1 全 体 整 数 N 对 于 数 的 加 法 成 一 个 群 ,全 体 有 理 数 Q， 
全 体 实数 R, 全 体 复数 K, 对 于 数 的 加 法 都 是 一 个 群 。 

例 1-2 全 体 非 零 实 数 对 于 数 的 乘法 成 一 个 群 ,全 体 正 实数 
对 于 数 的 乘法 也 成 一 个 群 。 

例 1-3 平面 绕 着 一 个 点 的 一 切 旋转 的 全 体形 成 一 个 群 。 这 
个 群 的 元 素 不 再 是 数 ,旋转 a 角 再 旋转 8 角 的 积 就 是 旋转 a 十 8 
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角 。 这 个 群 的 单位 元 就 是 旋转 0 度 的 角 , 而 每 个 旋转 a 的 逆 元 就 是 
旋转 一 a. 

例 1-4 设 M 是 一 个 集合 ,由 M 到 自身 的 1-1 映射 的 全 体 
Sw, 按 乘法 

Vf,g €Su, f°g(a)= f(g(a)) 

组 成 群 , 称 为 变换 群 。 

变换 群 的 单位 元 就 是 将 每 个 元 映 为 自身 的 恒 等 映 射 7:7(z) 
一 Z, 而 对 每 个 fE Sw, 它 的 逆 元 就 是 着 映射 三 :. 

在 群 的 定义 中 并 不 要 求 交换 律 成 立 , 如 果 在 群 中 交换 律 成 立 ， 


即 
ab 一 Da 
则 称 这 个 群 为 交换 群 或 阿 贝尔 (Abel) 群 。 
例 1-5 称 
Qn Qlz 
di 四 
为 2 阶 矩 阵 , 其 中 ww 都 是 数 。 如 果 行 列 式 
Qn alz 0 
Qn 422 


则 称 和 矩阵 4 是 满 秩 的 。 记 


ba bas 
定义 两 个 矩阵 4 与 8 的 乘法 AB 如 下 : 


b | | 1 | | 十 aazbo。， anbiz 十 alzbzz 
Qa azz) bo bz Gab 十 azzbz azibiz 十 azzboz 


则 二 阶 和 矩阵 全 体形 成 一 个 群 ,这 个 群 的 单位 元 就 是 单位 阵 


(i 


容易 验证 ,一 般 地 4 天 64, 因 而 它 不 是 交换 群 。 


12 


现在 由 群 的 定义 来 推导 群 的 一 些 简单 性 质 。 
(1) 设 C 为 一 个 群 , 则 对 任意 的 a,2EC ,方程 
ar=b 
与 
ya=6b 
有 和 解 。 事 实 上 ,z+ 二 a-'b 就 适合 第 一 个 方程 ， 
ala lb) = (aa-1)5 一 
而 > 一 4 一 就 适合 第 二 个 方程 。 

(2) 消去 法 成 立 。 即 由 az 一 ay 或 za=ya 可 以 推出 +=y. 
事实 上 ,用 。“' 乘 等 式 的 两 边 便 可 证 明 。 由 此 可 知 ,(1) 中 两 个 方程 
的 解 是 唯一 的 。 

定义 1.5 如 果 群 C 的 非 空 子 集 H 对 于 群 G 的 运算 。 也 成 
一 个 群 , 则 称 已 为 G 的 子 群 。 

例 1-6 设 ” 为 整数 ,在 整数 加 群 N 中 ,所 有 的 倍数 对 加 法 
也 成 群 ,因而 是 子 群 。 

设 C 为 一 个 群 , 则 只 有 单位 元 。 组 成 的 子 集 {e} 显 然 是 G 的 子 
群 ,C 本 身 也 是 G 的 子 群 , 这 两 个 子 群 称 为 是 G 的 平凡 子 群 。 

定理 1.3 群 G 的 非 空子 集 如 是 子 群 的 充 要 条 件 是 ;V wb 
E 刀 ,有 ab GE 万 

证 明 必要 性 显然 , 往 证 充分 性 , 因 H 非 空 , 故 有 ae 妃 , 于 是 

e=aa€EH 
显然 也 是 已 的 单位 元 。 由 e,a€ 有 H, 由 条 件 得 a-!=ea-'EH 即 
人 H 中 每 个 元 有 逆 元 ;由 wpE 已 ,可 知 a,prIE 忆 ,从 而 
a 一 ab "EH 
即 H 对 乘法 封闭 ; 
结合 律 对 于 G 成 立 , 因 而 对 H 也 成 立 。 所 以 五 为 G 的 子 群 。 


定义 1.6 设 G,H 是 两 个 群 ,如 果 存在 一 个 有 G 到 号 的 双 


射 了 ,使 得 对 任意 的 z,yEG 有 
f(ry) = f(x)f(y) (1 一 2) 
则 称 G 与 已 同 构 , 记 为 C 宕 妃 . 并 称 上 述 /为 同 构 映 射 。 
显然 , 同 构 把 单位 元 变 为 单位 元 ,把 逆 元 变 为 逆 元 .事实 上 , 设 
2 为 G 的 单位 元 , 则 ea=a, 因而 fle)f(a)=f(ea)==f(a), 可 见 f 
(e) 为 本 的 单位 元 。 由 a-'a=e, 即 得 f(a 1)f(a)==f(e), 因 之 f 
(qa)=(f(a) 
同 构 “法 ”显然 是 群 之 间 的 一 种 关系 ,容易 证 明 “ 空 ”具有 自 反 
性 ,对 称 性 ,传递 性 。 事实 上 , 自 反 性 是 显然 的 ,因为 由 G 到 G 的 恒 
等 映射 就 是 一 个 同 构 映射 ;为 证 对 称 性 , 设 /:G 一 为 同 构 映 射 ， 
则 广 ';HG, 也 是 双 射 。 对 任意 的 xz,y E 矿 , 则 存在 x,y€E G, 使 
得 zx'=f(z),y =f(y). 于 是 ， 
; fwy) = (fF) = ff (zy) 
= zy= f(rz)f(y') 
这 表明 广 :是 已 到 C 的 同 构 ;最 后 证 明 传递 性 :为 此 设 f:GH， 
8:H 一 K 均 为 同 构 映 射 , 则 g。f:G 一 K. 对 zyEG, 对 ,我 们 有 
(g ° xy) = g(f (zy)) = g(f(z7)f(y)) = gf (zx))g (f(y)) 
= (g° f)(z)(g* f)(y) 
这 表明 g。f 是 G 到 kK 的 同 构 映 射 。 
由 上 述 的 证 明 可 知 , 同 构 是 一 种 等 价 关系 ,因此 我 们 可 以 把 群 
按 其 是 否 同 构 而 分 类 ,每 一 类 中 我 们 可 以 任 取 一 个 群 作为 代表 , 研 
究 了 它 就 等 于 研究 了 这 一 类 群 。 
例 1-7 全 体 实数 R 按照 实数 的 加 法 构成 一 个 加 法 群 R, 而 
全 体 正 实数 按照 实数 的 乘法 构成 一 个 乘法 群 R+ ,对 a 之 0,a 关 1， 
令 
oo:R—Rt 
为 ol7z)=a7, 则 ao 是 R 到 Rt+ 的 一 个 同 构 , 且 
oz 十 y) 一 caCz)o(y) 
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易 知 ,0 的 着 映射 0-!z=Inz. 
定理 1. 4 凯 来 (Cayley) ”任何 一 个 群 都 同 构 于 一 个 变换 群 。 
证 明 设 G 是 一 个 群 ,对 每 个 a€G, 我 们 定义 集合 G 的 变换 

如下: 

f(z) 一 azizEC 
往 证 每 个 太 都 是 双 射 。 事 实 上 ,由 az 一 ay, 以 及 群 上 消去 律 得 到 > 
三 y. 可 见 每 个 变换 f。 都 是 单 射 。 而 对 每 个 EC， 
乒 (a-10) 一 aa-10 一 六 
故 知 f. 是 满 射 , 从 而 每 个 大 是 群 G 到 自身 的 变换 。 令 
Gi= {fla€ G} 
往 证 Gi 是 一 个 变换 群 。 由 
帮 Jj(z) = f(b7) = abr = f(x) 
即 
fh= fo (1 一 3) 
可 见 G, 对 乘法 封闭 ,容易 验证 结合 律 成 立 。 而 由 
f f(x) = ear =ax = f(z) 
可 见 f. 是 G 的 单位 元 。 再 由 
ffi(z) = fax) =aa r=7 

所 以 ， 

A (1 一 4) 

可 见 对 每 个 变换 都 存在 逆 元 ,因此 G, 是 一 变换 群 。 因 为 当 /=f 

时 ,有 


a=ae=/f.(e)=f,(e)=be=b 
因此 ,映射 
Bg:G>Gng(a)=f, 
是 1-1 的 , 映 上 的 ,而 (1-3) 式 表明 ,g(ab)=g(a)g (5), 因 此 群 G 与 
变换 群 C, 同 构 。 口 
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群 是 具有 一 种 代数 运算 的 代数 结构 ,而 以 前 我 们 遇 到 的 实数 ， 
矩阵, 函数 类 都 有 两 种 代数 运算 :加 法 与 乘法 (减法 与 除法 可 以 由 
它们 定义 ) 。 现 在 就 来 研究 有 两 种 代数 运算 的 代数 结构 。 

定义 1.7 设 在 非 空 集合 G 上 定义 了 两 种 代数 运算 , 一 个 叫 
加 法 , 记 为 a 十 6b, 一 个 叫 乘法 , 记 为 a 5, 简 记 为 ob, 它 们 适合 : 

(1) 关于 加 法 C 是 一 个 交换 群 ,其 单位 元 记 为 0, 每 个 元 a 

的 逆 元 记 为 一 “ 
〈2) 关于 乘法 有 结合 律 ; 
abc) = (ab)c 
(3) 关于 加 法 和 乘法 有 分 配 律 ; 
aG 十 c) 三 ab 十 ac 
6+)a= batea 
这 样 的 代数 结构 (G, 十,。) 称 为 环 ,也 称 G 为 环 。 

例 1-8 全 体 整 数 Z 对 于 数 的 加 法 与 乘法 显然 是 一 个 环 , 通 
常 称 为 整数 环 。 但 全 体 自然 数 N 对 于 数 的 加 ,乘法 不 是 环 。 

例 1-9 设 R 是 一 个 环 ,zx 为 一 个 不 属于 R 的 文字 ,所 有 形式 
为 

an 十 ao-iZ 十 和 十 aoaiER 一 0 1 之 0 
的 式 子 的 集合 记 为 RLz]. 在 RLz] 中 按 通 常 多 项 式 的 加 法 ,乘法 定 
义 加 法 与 乘法 , 则 R[z] 构 成 一 个 环 , 称 为 系数 在 环 R 中 的 多 项 式 
环 。 

例 1-10 全 体 2 阶 和 矩阵, 按 对 应 元 素 相 加 的 加 法 与 例 1-6 所 
定义 的 乘法 也 构成 一 个 环 。 

设 R 是 一 个 环 , 它 关 于 加 法 是 一 个 交换 群 ,其 单位 元 为 0, 每 
个 aEC 的 逆 元 为 一 a. 设 a,5EG, 则 

Qab+a(—b)=alb+t+ (~—6b))=a0 
由 于 a0 十 a0=a(0 十 0)==a0, 故 a0==0， 从 而 ab 十 a( 一 已 一 0. 
因此 ,a2 与 a( 一 6) 互 逆 , 即 
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a( 一 站 =—ab 
同样 可 证 

(— b=—ab 
于 是 


(一 a)( 一 0) 一 一 (一 a)0 一 一 (一 a) 一 ap 
这 里 最 后 一 步 是 因为 一 个 元 素 逆 的 逆 就 是 其 本 身 。 顺 便 指 出 ,这 就 
是 中 学 代数 中 负 负 得 正 的 法 则 。 
我 们 知道 实数 域 中 乘法 不 只 满足 结合 律 , 还 具有 更 多 的 性 质 。 
作为 这 一 类 对 象 的 抽象 ,我 们 引入 
定义 1.8 设 P 是 一 个 至 少 含有 两 个 元 素 的 环 , 如果 在 了 中 
的 乘法 还 具有 下 列 性 质 : 
(1) PP 中 存在 单位 元 e, 即 对 任意 a€P 有 
ea 一 ae 一 4 
(2) 对 己 中 每 个 非 零 元 o, 都 有 一 逆 元 z 一 使 
aa!=a a=e 
(3) ”对 乘法 交换 律 成 立 , 即 对 任意 4a,5EP 
ab = ba 
那么 称 (了 ,十 ,，) 为 域 。 
例 1-11 实数 集 连 同 实数 的 加 法 、 乘 法 运算 是 一 个 域 。 同 样 
有 理 数 域 ,复数 域 等 都 是 域 。 
例 1-12 恰 有 两 个 元 素 的 域 可 构造 如 下 : 设 P= {0,1), 并 定 
义 
0 十 1=1 十 0=1， 
1+1=0+0=0， 
0.1=1.: 0=0.0=0, 
1.1=1 
大 家 知道 这 就 是 二 进 制 的 加 法 和 乘法 , 则 (7, 十, ) 就 是 一 个 域 ， 
加 法 的 单位 元 是 0, 乘 法 的 单位 元 是 1, 对 于 加 法 ,0,1 分 别 与 自身 
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互 逆 , 对 于 乘法 ,1 与 其 自身 互 道 。 

域 的 一 个 特征 是 :Y 域 中 的 元 素 z,y, 若 zy==0, 则 必 z=0, 或 
者 y=0. 我 们 称 这 个 性 质 为 , 域 中 没有 零 因 子 。 

例 1-13 设 P={(ai)|Y nEN,a,ER}, 也 即 PP 为 实数 列 的 全 
体 ,对 于 两 个 数列 (a,) ,6b,) 定 义 : aw) 十 (5) 二 (a 二 6,) ,Cas) *(b,) 
三 (anb,). 容易 验证 (PP, 十 ,，) 是 一 个 环 , 且 满足 定义 1.8 的 条 件 
(1) 与 (3). 显然 ,P 的 零 元 就 是 全 部 由 0 组 成 的 序列 (0,0,…). 于 
是 ,(0,1,0,1,…) 与 (1,0,1,0,…) 都 不 是 零 元 ,但 它们 的 乘积 为 零 
元 。 因 此 ,P 中 有 零 因 子 , 所 以 了 不 是 域 。 

定义 1.9 如 果 环 R 中 的 非 空 子 集 Ri 对 R 中 的 运算 也 组 成 
一 个 环 , 则 称 Ri 为 R 的 子 环 。 如 果 RR 的 子 环 Ri 是 一 个 域 , 则 称 R， 
为 子 域 。 

例 1-14 在 整数 环 Z 中 ,全 体 偶数 组 成 一 个 子 环 ;在 例 9 中 ， 
全 体 对 角 抢 阵 组 成 一 个 子 环 ;全 体形 如 

a 0 
全 | 

的 矩阵 也 组 成 一 个 子 环 . 有 理 数 域 是 实数 域 的 子 域 ,实数 域 是 复数 
域 的 子 域 。 

定理 1.5 环 尺 的 非 空子 集 Ri 为 子 环 的 充 要 条 件 是 : 

]) 由 a,6E Ri, 推 出 a 一 bE Ri; 

2) 由 a,6bE Ri, 推 出 abE RI. 

请 读者 证 明之 。 

定义 1.10 称 环 R 与 环 R' 是 同 构 的 ,如 果 存 在 一 个 RR 到 R 
的 双 射 了 使 得 

1) flatb)=f(a)+f(6) 

2) ob) 一 Ca)FCO) 
并 称 这 样 的 映射 为 同 构 映射 。 

同 构 的 环 具有 相同 的 代数 性 质 ,因此 从 抽象 的 观点 看 , 同 构 的 
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环 可 以 不 加 区 别 。 域 也 是 环 , 所 谓 域 之 间 的 同 构 就 是 指 它们 作为 环 
的 同 构 。 

例 1-15 ”全体 元 素 属于 数 域 P 的 二 阶 满 秩 矩 阵 按 和 矩阵 的 加 
法 与 乘法 构成 域 ,全 体形 如 


| 0 
0 a 
的 矩阵 构成 一 个 子 域 M:CP) ,映射 
la 0 
ol )， =a 
\i0 a 


就 是 由 M2(P) 到 数 域 了 的 同 构 ， 


习题 一 


1. 试 证 : 
U {zlz 之 二 = (0, 十 co) 
n= n 
2. 记 1=[0,1],4.= (a 一 1/2,a 十 1/2),a€17, 试 证 : 
3 
N= 2'2) 04 = 
3. 证 明 下 面 的 集合 运算 等 式 : 
ANC(UB8)=U ANB,), 
AUC(AB)=A (4UB,), 
Ua Ua\B) 
fAN\B= A CANB) 
4. 设 4={1,2,3},B8={(z 一 2)*|zE 4), 试 写 出 AXB,BX 
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4, 及 22(4),22(B)， 

5. 设 Z 是 整数 集 ,对 a,b5E2Z,mEN, 用 a 三 b6(modm) 表 示 关 
除 4 与 mm 除 5 的 余数 相同 ,并 称 e,2 关于 模 m 同 余 , 往 证 同 余 关 系 
是 Z 上 的 等 价 关系 。 

6. 对 于 4,B8E BZ(X), 定 义 多 (X) 上 的 等 势 关系 R 如 下 : 

4 ~x8 台 存在 双 射 :4 一 B 

试 证 等 势 是 一 个 等 价 关系 。 

7. 试 证 Z 上 的 整除 关系 是 偏 序 关系 ,而 不 是 全 序 关 系 。 

8. 设 f:XY,4,BCX, 试 证 : 

(1) ACSB=>f(A)Ef(B); 

(2) f(AUB)=f(4)Uf(B); 

(3) f(ANB)EF A NB). 

9. 设 f:X->Y 为 映射 ,对 BE (X), 记 1(B8)= {rE€EXIf 
《xz)EB},{B.|a€ A}) 为 Y 中 的 一 族 集合 , 试 证 : 

(1) 当 BEBs 时 ,1(B) EF B,); 

(2) fF (YB)=Y/ Bo); 

(3) f° (QB)= Qf (8.); 

(4) f°'(BA\B)=f (Bg)\f 1(B.) 

10. 试 证 :车 f:4 一 8 与 8g:8C 都 是 双 射 , 则 g。f:4->C 是 
双 射 , 且 

(8。 力 并 一 广 !。g1 

11. 试 证 全 体 奇 数 ,全 体 偶数 ,全 体 素数 ,全 体 合 数 分 别 都 是 
可 列 无 限 集 。 

12. 试 证 全 体 有 理 数 集 Q 是 可 列 无 限 集 。 

13.7 个 元 {1,2,…,n}) 的 置换 是 指 它 的 一 个 重 排 {a ,a,,…， 
an}, 记 为 


o({1,2,%° ,7}) 一 (aas an} 
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定义 两 个 置换 0,6 的 积 为 
oC({1,2,.°" ,1}) = o(6({1,2,. ,7})) 

试 证 ”个 元 素 的 全 体 置换 按 上 面 定义 的 乘法 构成 一 个 群 ( 称 为 置 
换 群 ) 。 

14, 验证 例 1-2,1-3,1-4 所 举 的 群 是 否 是 交换 群 ? 

15. 证 明 任 意 多 个 子 群 的 交还 是 子 群 。 

16. 设 F={a+bM2 1,4a,bEQ}, 试 证 :KF 对 数 的 通常 加 法 与 
乘法 构成 域 。 

17. 设 CG=QN1) ,对 G 中 的 a,b, 定 义 运算 。 如 下 :a。6==a 十 
b 一 ab, 验 证 (G,。) 是 一 个 群 。 

18， 斌 证:Z[ 门 = {a 二 bila,bE2Z,i=M 一 1} 关 于 复数 的 加 法 
与 乘法 构成 一 个 环 。 

19. 设 R 为 全 体 实数 ,“ 十 ” 仍 为 数 的 加 法 ,乘法 定义 为 4a。 5 二 
lalb, 试 证 :(R; 十 ,。) 不 是 环 。 

20. 设 


rs 和 ee 中 
验证 上 对 矩阵 的 加 法 与 乘法 构成 域 。 


二 章 ”分析 基础 


数学 分 析 研究 的 对 象 是 实数 以 及 实 函数 ,所 以 实数 集 及 其 性 
质 是 数学 分 析 的 基础 ,在 实数 集 上 除了 有 通常 的 代数 结构 外 ,还 要 
赋予 所 谓 的 拓扑 结构 才能 讨论 数列 或 函数 的 收敛 性 。 本 章 就 来 研 
究 这 个 问题 。 


§ 2.1 实数 域 


众所周知 , 微 积分 是 由 牛顿 (LNewton)、 莱 布 尼 蒋 
(G. M. Leibniz) 所 创立 的 , 距 今 约 有 300 多 年 的 历史 。 直 到 19 世纪 
才 由 波 尔 查 诺 (B. Bolzano)、 柯 西 (A.Cauchy)、 阿 贝尔 , 狄 里 克 菜 
《P.L. Dirichlet) 、 维 尔 斯 特 拉 斯 (K. Weierstrass) 等 人 为 微 积 分 建 
立 了 较 严格 的 体系 ,但 此 时 人 们 对 于 微 积分 立论 的 基础 一 -实数 
还 没有 给 出 一 个 严格 的 定义 ,最 后 终于 在 19 世纪 的 后 半 叶 ,由 维 
尔 斯 特 拉 斯 , 戴 德 金 (R. Dedekind), 康 托 (G. Cantor) 建 立 了 实数 
域 , 才 为 微 积分 莫 定 了 基础 。 戴 德 金 与 康 托 分 别 采用 两 种 不 同 的 方 
法 建立 实数 域 ,这 两 个 结构 是 代数 同 构 的 ,都 可 以 用 下 面 的 公理 来 
描述 。 
设 R 是 一 个 集合 ,如 果 
(1) 在 集合 R 的 元 素 间 可 以 定义 序 “ 之 "使 得 它 满足 下 面 
的 公理 1.1,1.2; 
(2) 在 集合 R 中 可 定义 两 种 分 别称 之 为 加 法 “十 ”和 乘法 


“， "的 运算 ,使 得 对 任意 的 z,yER, 有 xz+yER,z yy 
ER, 且 满足 下 面 的 公理 2. 1 一 2.5 和 3. 1 一 3. 6; 

(3) R 满足 连续 性 公理 。 
则 称 R 是 一 个 实数 域 。 

公理 1.1 VY xER,yER 以 下 三 种 关系 

I>yr=y,y>7 

有 和 且 仅 有 一 种 关系 成 立 ; 

公理 1.2 若 z>y 且 yz, 则 z>z; 

公理 2.1 z 十 > 一 y 十 zj; 

公理 2.2 (zx 十 y) 十 z= 二 x 十 (y 十 z); 

公理 2.3 存在 RR 中 的 一 个 唯一 元 素 0, 使 得 对 每 个 zER,z 
十 0 一 2 

公理 2.4 ”对 每 个 ER 存在 一 zER ,使 得 xz 十 (一 z) 一 0; 

公理 2.5 车 zr 二 y, 则 对 每 个 zER 有 十 x 六 y 十 z; 

公理 3.1 zy=y* 7; 

公理 3.2 (zy) ,xz=z，, (y* z); 

公理 3.3 存在 R 中 的 元 素 1, 且 1 关 0, 对 每 个 -ER, 有 x :1 
=zx; 

公理 3.4 对 每 个 zxER,z 天 0, 都 存在 R 中 的 元 素 1/x, 使 得 
Z，1/z 一 1; 

公理 3.5 xz， (y+z)=z* y+zx*z; 

公理 3.6 若 z>yz>0, 则 z,y>0， 

公理 4 0 《连续 性 公理 ) 对 每 个 R 中 的 非 空子 集 4, 若 4 在 
R 中 有 上 界 , 则 必 有 上 确 界 。 

这 里 称 M 为 实数 集 4 的 上 确 界 是 指 : 

(1) ”对 任意 的 a€ A,a<M; 

(2) Ye>0, ace4, 使 w>M 一 e. 
简明 地 说 ,一 个 集合 的 上 确 界 就 是 它 的 最 小 的 上 界 。 类 似 地 ,我 们 


= 


23 


可 以 定义 集合 B 的 下 确 界 为 它 的 最 大 的 下 界 。 确 切 地 , 称 闷 为 如 
的 下 确 界 是 指 : 

(1) ”对 任意 的 5€ B,b6 之 m; 

(2) Ye>0,3 8EB, 使 V <mte. 
连续 性 公理 也 称 为 序 完备 公理 ,由 定理 1.2 可 见 它 等 价 于 :“R 中 
有 下 界 的 非 空 子 集 必 有 下 确 界 .” 因 此 ,实数 域 就 是 一 个 序 完 备 的 
域 。 

下 面 我 们 将 证 明 (参考 定理 2. 10) 连续 性 公理 等 价 于 阿 基 米 
德 公理 与 完备 性 公理 ,所 以 我 们 也 称 R 为 完备 的 有 序 的 阿 基 米 德 
域 。 

公理 5. 0 〈 阿 基 米 德 公理 ?对 任意 的 实数 zx,y 之 0, 必 存 在 自 
然 数 1, 使 nzy. 

公理 6.0 〔 完 备 性 公理 ) 实 数 序列 {zx} 收敛 的 充 要 条 件 是 它 
为 Cauchy 基本 列 , 亦 即 Y e>>0,3 NEN, 使 当 n,m>>N 时 ,|z, 一 
zol <e. 

注 2.1 这 里 特别 要 指出 容易 被 忽视 的 阿 基 米 德 公理 ,实际 
上 实数 的 观念 已 深入 我 们 的 脑海 ,所 以 阿 基 米 德 公理 被 认为 是 理 
所 当然 的 事 。 其 实 ,的 确 存 在 着 非 阿 基 米 德 域 。20 世纪 60 年 代 由 
美国 数理 逻辑 学 家 A. Robinson 创立 的 非 标准 分 析 的 基本 概念 
一 一 超 实数 域 就 是 一 个 非 阿 基 米 德 域 。 

把 比 任何 正 实数 为 小 的 数 称 为 是 “无 穷 小 "显然 是 合适 的 ,这 
里 我 们 把 无 穷 小 打上 引号 表示 这 个 “无 穷 小 ”并 不 是 标准 的 数学 概 
念 。 在 标准 的 微 积分 或 高 等 数学 中 如 此 的 “无 穷 小 ”不 是 实数 。 这 
正 是 下 面 命题 的 结论 : 

一 个 有 序 域 多 是 非 阿 基 米 德 域 的 充 要 条 件 是 多 中 存在 非 零 
的 “无 穷 小 ”。 

事实 上 ,如 wE 多 是非 零 无 穷 小 , 则 V nEN,0<1w|<1/n, 此 
即 xjwl<1, 这 表明 多 是 一 个 非 阿 基 米 德 域 。 
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反之 ,如 多 是 一 个 非 阿 基 米 德 域 , 则 有 a,5€ 2 纪 ,a>>0,0>>0， 
但 对 任意 的 nEN,na<b, 令 w=6b/a, 则 nw<1, 故 w 是 一 个 非 零 无 
穷 小 。 器 
现在 我 们 的 实数 域 是 阿 基 米 德 域 ,因此 一 个 非 负 实数 比 任意 
的 正 实数 为 小 当 且 仅 当 它 是 零 , 我 们 再 一 次 指出 这 个 似乎 是 不 言 
而 喻 的 事实 却 是 阿 基 米 德 公理 的 推论 。 

在 实数 集 上 的 代数 结构 建立 之 后 ,我 们 转 入 拓扑 结构 的 建立 。 


$ 2.2 ”实数 域 上 的 拓扑 


称 (a,b)=={zERja<z<b}) 为 开 区 间 , 称 [4a,6]= {x7ERIa<zx 
5b} 为 闭 区 间 。 

定义 2.1 设 ECR,xoEE, 如 果 存在 开 区 间 (a,8) 使 得 

xzoE (uPEE 

则 称 zo 为 上 的 内 点 ,如 果 E 的 每 个 点 都 是 内 点 , 则 称 £ 为 开 集 。 

上 述 的 (a,B) 称 为 是 点 ze 的 开 邻 域 ,因此 一 个 集 是 开 集 当 上 且 
仅 当 它 包含 该 集中 每 个 点 的 一 个 开 邻 域 。 记 2 为 R 的 全 体 开 集 ， 
则 每 个 开 区 间 为 开 集 ,R 本 身 是 开 集 , 空 集 也 是 开 集 。 

定理 2.1 开 集 族 .2 满足 : 

(1) OEU,RE, 

《2) 多 对 有 限 交 及 任意 并 的 运算 封闭 , 亦 即 任意 有 限 个 开 
集 的 交 是 开 集 ,任意 多 个 开 集 的 并 仍 是 开 集 。 

证 明 只 须 证 (2). 设 Gi,k=1,2,…,n 为 个 开 集 ， 

P =AG. 

车 卫 为 空 集 , 则 了 为 开 集 。 如 果 卫 非 空 ,对 任意 的 xz。EP, 则 x,E 
Gisk=1 ,2 n. 对 于 每 个 和 存在 (ai,B,) 使 得 
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xzo €E (ap EG 

置 ) 一 max(aw ,ao)5A 一 min(B ,6 , 则 xzoE(ASEP, 这 表 
示 zo 为 P 的 内 点 ,因此 了 为 开 集 。 

设 

G=USG; 
其 中 7 为 任意 的 指标 集 ,每 个 G; 均 为 开 集 。 对 任意 的 zo€EG, 必 有 
iE1, 使 zoE€G;, 于 是 存在 (a,P) ,使 得 
Xo€E (aPCEGEG 

亦 即 G 中 每 个 点 都 是 内 点 ,所 以 G 是 开 集 。 口 

一 个 开 集 称 为 是 有 界 开 集 是 指 存在 M>0, 使 得 CS[ 一 M， 
M]. 

定理 2.2 任何 非 空 有 界 开 集 都 是 至 多 可 列 个 互 不 相交 开 区 
间 的 并 。 

证 明 设 C 为 非 空 有 界 开 集 , 则 有 M>>0 使 CE[ 一 M,M], 
对 任意 的 xEG, 存 在 (a,8), 使 YE (a,B)CG. 令 

E.= {y<aly& G} 

则 & 非 空 (如 一 MM 一 1E€E。) ,a 为 它 的 上 界 。 由 连续 性 公理 ,&, 有 
上 确 界 a'. 可 证 a 人 G. 事实 上 ,车 a EC, 则 存在 e>0, 使 (w 一 ew 
十 )CG, 而 a 为 E 的 上 确 界 , 故 有 ,的 点 y 使 4 宇 y>o 一 e. 于 
是 ,yE (a 一 ex 十 eSG, 这 与 天 .的 定义 矛盾 。 所 以 以 所 G. 由 上 
所 证 可 知 ,(w ,SG. 事实 上 ,如 果 存 在 zE (a ,@), 则 zxE ,这 
与 “为 E, 的 上 确 界 矛盾 .上 面 的 证 明 就 是 将 (a,8) 向 左 延伸 ,直到 
一 个 不 属于 G 的 点 ,同样 我 们 也 可 将 (a,8) 向 右 延 伸 , 直 到 一 个 不 
属于 C 的 点 8 , 记 I:=(q ,B'). 可 以 证 明 , 对 于 G 中 不 同 的 7,1,， 
我 人 有 I 站, 二 人 G. 显然 , 数 直线 上 这 种 互 不 相交 的 开 区 间 的 每 
一 个 都 含有 一 个 有 理 点 。 因 此 这 种 区 间 的 全 体 与 有 理 数 集 的 一 个 
子 集 有 相同 的 势 ,所 以 它 至 多 可 列 , 于 是 可 记 为 了 ,1,,… 显然 有 


26 


又 每 个 LEG,UISCG. 从 而 


注 2.2 无 限 个 开 集 的 交 未 必 是 开 集 。 事 实 上 , 诸 开 集 
C。 一 1 一 二 ,1 十 二 n= 1,2,... 


的 交集 为 单 点 集 {1} ,不 是 开 集 。 

注 2.3 在 一 般 拓扑 学 中 , 设 X 为 一 个 非 空 集合 ,如 果 X 的 
子 集 族 满足 ， 

(1) X,OGEF, 

(2) 7 对 有 限 交 及 任意 并 封闭 ， 
则 称 集 族 7 为 拓扑 , 称 7 的 每 个 成 员 为 F- 开 集 或 简称 为 开 
集 ,并 称 X 或 (X,7 ) 为 拓扑 空间 

这 里 X 是 一 个 抽象 集合 , 它 可 以 是 实数 域 , 即 XX 一 Ri 可 以 是 
坐标 平面, 即 X= {z,?)1zER,yER}; 也 可 以 是 其 它 所 要 考虑 的 
数学 对 象 的 全 体 。 

照 此 ,由 定理 2. 1,(R ,ax) 就 是 一 个 拓扑 空间 ,当然 在 R 上 并 
不 只 有 一 种 拓扑 ,比如 令 m= {R 的 一 切 子 集 } 或 令 m= 
{J,R} ,它们 都 是 R 上 的 拓扑 。 为 区 别 起 见 , 称 2 为 通常 拓扑 。 

显然 ,如 果 是 R 任 一 个 拓扑 ,由 上 面 注 2. 3 关于 拓扑 的 定 
义 , 则 有 

Ta GF 

因此 完全 有 理由 称 了 mx 为 R 上 最 大 的 拓扑 ,而 so 为 R 上 最 小 
的 拓扑 。 

如 果 的 子 集 4 的 余 集 为 开 集 , 则 称 4 为 闭 集 。 由 德 。 摩根 
律 (定理 1.1 之 (4)) 易 知 ,任意 个 闭 集 的 交 必 是 闭 集 ,有 限 个 闭 集 
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的 并 必 是 闭 集 。 空 间 R 本 身 及 空 集 也 是 闭 集 。 

根据 闭 集 的 定义 ,4 为 闭 集 当 且 仅 当 4 为 开 集 , 当 且 仅 当 入 
的 每 一 个 点 都 有 含 于 A 的 开 邻 域 , 亦 即 4 的 每 个 点 都 有 与 4 不 
相交 的 开 邻 域 。 写 成 命题 的 形式 就 是 : 

VzeE 4c3 zz 的 开 邻 域 U ,Un4= 人 区 (2 一 1) 
它 的 等 价 命题 便 是 : 

Y 工 的 开 邻 域 Us,U, 由 A 人 D>7EA (2 一 2) 
这 就 是 说 ,4 是 闭 集 当 且 仅 当 对 于 每 个 +, 如 果 它 的 每 个 开 邻 域 与 
4 相交 , 则 x€ 有 4. 

点 工 称 为 是 集合 4 的 极限 点 或 聚 点 是 指 的 每 个 开 邻 域 必 
含有 么 中 异 于 z 的 点 , 记 4 的 所 有 极限 点 的 集合 ( 称 为 4 的 导 集 ) 
为 4,zE4' 可 表达 为 : 

VYz 的 邻 域 U-, CUAN(zhDn 4 天 人 
注意 到 U:= (VU;\{z})U {zx}, 于 是 点 z 的 每 个 开 邻 域 与 4 相交 ， 
等 价 于 
{z} NM A OWpr EA) 
或 者 
(UA\Nz) NAOG(WzE A') 
因此 ,由 (2-2) 式 可 知 ,4 为 闭 集 等 价 于 4' 己 4. 所 以 ,我 们 有 

定理 2.3 4 为 闭 集 当 且 仅 当 4 包含 它 的 一 切 极限 点 。 

如 果 z 是 集 4 的 极限 点 ,我 们 说 4 中 含有 任意 接近 x 的 点 是 
很 形象 的 。 事实 上 , 任 取 自然 数 4, 开 邻 域 (z 一 1/n,z 十 1/n) 中 都 有 
4 中 的 点 。 

容易 证 明 对 任意 的 两 个 集合 4,8, 我 们 有 

(4UB)’=AUB 
事实 上 ,“ 导 ”是 明显 的 , 往 证 反 包 含 。 如 z 属于 上 式 左 端的 集合 ， 
即 z 的 任意 开 邻 域 中 含有 4U 的 点 ,于 是 存在 4U 中 的 点 列 
EA {zi,zs,…}, 使 得 limz, 二 zx. 如 果 尼 中 有 无 限 个 点 属于 4, 则 = 
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E4'; 如 果 E 中 仅 有 有 限 个 点 属于 4, 则 zE 忆 .总 之 zxE4UB， 
故 (4UB)=A'UB'. 口 

如 果 4= (0,1), 则 4'=[0,1]; 如 果 4={zlz 为 非 负 有 理 数 ， 
xz?<2), 则 A'=[0,MV2]; 如 果 4={1/n1nEN}), 则 4 二 {0}; 如 果 
4=N, 则 4= 亿 . 

称 4=4U4' 为 4 的 闭 包 , 可 以 证 明 

定理 2.4 任意 集合 的 闭 包 是 闭 集 。 

证 明 按照 定理 2.3, 我 们 只 要 证 明 A'S4. 如 果 z 是 4 的 极 
限 点 ,那么 它 或 者 是 4 的 极限 点 ,或 者 是 4 的 极限 点 。 如果 工 是 4 
的 极限 点 , 则 zxE 4 SEA; 如果 z 是 4' 的 极限 点 ,那么 zx 的 任意 开 
邻 域 U; 中 必 含 有 4 的 点 y。 既 然 YE 4 ,所 以 任意 包含 y 的 开 邻 
域 必 含 有 4 的 点 ,而 U; 正 是 包含 y 的 开 邻 域 ,因此 U, 中 必 有 4 
的 点 。 这 就 证 明了 zE4' 三 4. 

定理 2.5 任意 有 界 闭 集 必 有 最 大 点 与 最 小 点 。 

证 明 由 连续 性 公理 ,有 界 集 上 存在 上 确 界 与 下 确 界 。 而 由 
上 、 下 确 界 的 定义 可 知 它们 都 是 有 界 闭 集 + 自身 的 极限 点 ,从 而 
属于 这 个 有 界 闭 集 , 因 此 它们 分 别 是 有 界 闭 集 的 最 大 点 与 最 小 点 。 

现在 我 们 用 拓扑 学 的 观点 来 叙述 极限 的 概念 。 设 有 取 值 在 实 
数 空间 上 的 序列 4= {a,E R1nE N); 称 序列 4 在 集中 是 指 :对 
每 个 zE N,a,€ . 称 序列 4 以 E 为 归宿 是 指 :存在 mmEN, 使 当 ， 
盖 史 时 ,avE 大 .因此 ， 


lima, = a 
也 就 是 序列 4 以 a 的 每 个 开 邻 域 为 归宿 。 
定理 2.6 设 4SR 
(1) 点 a€4 当 且 仅 当 在 A\{a} 中 存在 一 个 收敛 到 a 的 序 
列 ; 
(2) a€ 4 当 且 仅 当 在 4 中 存在 一 个 收敛 到 a 的 序列 ; 
(3) 4 为 闭 集 当 且 仅 当 在 4 中 不 存在 收敛 到 4 的 序列 。 
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证 明 (1) 点 a€ A', 则 在 它 的 开 邻 域 卫 = (a 一 1,a 十 1) 中 存 
在 a1€ 4,al 关 a; 而 在 开 邻 域 1= 二 (a 一 la 一 al/2,a 十 la 一 a1/2) 中 
存在 czE A,as 了 a. 照 此 ,一 般 地 在 开 邻 域 1,= (a 一 1a,-1 一 a1/2,a 
十 la,-1 一 a1/2) 中 存在 wsE 4,a. 天 a. 于 是 我 们 得 到 A\{a} 中 的 序 
列 {q1,4s，…) ,显然 它 收敛 到 a. 反之 ,如 果 在 A\{a} 中 存在 一 个 序 
列 收敛 到 a, 也 即 这 个 序列 以 a 的 每 个 开 邻 域 为 归宿 ,于 是 a 的 每 
个 开 邻 域 中 都 有 该 序列 的 点 , 即 有 A\{a} 中 的 点 ,所 以 a 是 4 的 极 
限 点 。 

(2) 因 4=4U4 ,如 a€EA', 则 由 (1) 可 知 存在 着 收敛 到 4a 的 
序列 ;如 a€ 4, 则 常数 列 {a,a,…} 就 是 一 个 收敛 到 a 的 序列 。 所 
以 ,对 于 A 中 的 点 ,存在 着 一 个 收敛 到 该 点 的 序列 。 反 之 ,如 果 在 
4 中 存在 一 个 收敛 到 a 的 序列 , 则 a 的 每 个 开 邻 域 必 与 4 相交 ,从 
而 不 论 a€ 4A 或 a 人 A( 此 时 a€ A'CA), 都 有 a€ 有 AA. 

(3) 如 在 4 中 存在 序列 {zx,} 收 敛 到 4 中 的 点 纪 . 则 表明 5 是 4 
的 极限 点 ,但 $A4A, 从 而 4 不 是 闭 集 , 矛 盾 。 反 之 ,如 4 非 闭 集 , 即 
4 三 4 不 成 立 。 于 是 ,存在 5E4, 且 5E 4', 这 表明 存在 4 中 的 序 
列 收 敛 到 hr 的 点 ,矛盾 。 

由 此 可 见 ,如 果 {z,lnE N} 是 闭 集 4 内 的 一 个 序列 , 且 

¢ = limz, 


则 必 &5€ 4. 加 


§2.3 紧 性 


紧 性 是 拓扑 学 中 一 个 很 重要 的 概念 , 它 与 实数 域 的 连续 性 公 
理 有 着 密切 的 联系 。 
设 (X,7 ) 是 一 个 拓扑 空间 ,2 为 一 个 集 族 ,ACSX 如 果 
ACU IEIEE 2} 
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则 称 集 族 2 覆盖 了 4 ,或 称 4 被 集 族 2 所 覆盖 。 如 果 此 时 2 是 
一 个 开 集 族 , 则 称 2 为 4 的 开 覆 盖 。 如 果 在 2 中 存在 有 限 子 族 
( 开 集 族 ) 儿 覆盖 4A, 则 称 集合 4 有 有 限 子 覆盖 。 一 个 集合 族 红 
称 为 是 具有 有 限 交 性 质 是 指 它 的 任意 有 限 子 族 的 交 非 空 。 

定义 2.2 称 拓扑 空间 (X,2 ) 是 紧 的 ,是 指 X 的 每 个 开 和 覆盖 
具有 有 限 子 覆 盖 。X 的 子 集 4 称 为 是 紧 集 是 指 4 的 每 个 开 覆 盖 有 
有 限 子 覆盖 。 

设 (X,2F ) 为 拓扑 空间 , 设 E 为 X 的 闭 集 , 令 

gg={ENGIGE 7} 

容易 证 明 集 族 儿 满足 注 2. 3 关于 拓扑 的 定义 ,于 是 (5, 多 ) 也 是 
一 个 拓扑 空间 , 称 为 是 X 的 拓扑 子 空间 ,并 称 多 为 相对 拓扑 。 称 
多 中 的 集合 为 相对 开 集 ,对 于 义 中 的 闭 集 FF, 称 ENF 为 相对 闭 
集 。 

下 面 是 一 般 拓扑 空间 上 紧 性 的 等 价 描述 。 

定理 2.7 设 (X,F ) 为 一 拓扑 空间 , 则 XX 为 紧 的 当 且 仅 当 它 
的 每 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 具 有 非 空 的 交 ; 4SX 为 紧 集 当 
且 仅 当 4 的 闭 子 集 族 如 有 有 限 交 性 质 , 则 必 有 非 空 的 交 。 

证 明 设 5 是 XX 的 子 集 族 , 则 由 德 * 摩根 律 ， 

{U {ElIE € 8}}: =N {ElE € 6} 

因此 4 是 X 的 覆盖 当 且 仅 当 & 中 集合 之 余 集 的 交 为 空 集 。X 为 
紧 的 , 当 且 仅 当 一 个 开 集 族 ,如 果 它 的 每 个 有 限 子 集 族 都 不 能 覆盖 
六, 则 这 个 开 集 族 不 能 覆盖 六; 从 而 当 且 仅 当 任 一 个 闭 集 族 , 如 果 
它 具 有 有 限 交 性 质 , 必 有 非 空 的 交 。 

4 为 紧 集 号 对 任意 的 开 集 族 {Gi14€ A} ,车 4SCU{G,}, 则 存 
在 有 限 个 开 集 使 

AEUG, 
SAESY ANG) 
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二 4 SU NG) 
这 等 价 于 (4, 钨 ) 为 紧 空间 ,这 里 多 = {AN 们 G1GE 2 } 为 相对 拓 
扑 。 由 第 一 部 分 的 证 明 便 知 ,4 为 紧 集 当 且 仅 当 4 的 具有 有 限 交 
性 质 的 闭 子 集 族 有 非 空 的 交 。 口 

下 面 我 们 将 要 用 连续 性 公理 证 明 (R,2l) 中 的 有 界 闭 集 是 紧 
集 ( 见 定理 2. 10 之 (4))。 在 这 里 我 们 首先 要 指出 ,在 R 上 紧 性 定 
义 中 的 开 覆 盖 可 以 用 开 区 间 的 覆盖 来 代替 。 

定理 2.8 设 E 为 有 界 集 , 则 为 紧 的 当 且 仅 当 对 于 EE 的 任 
意 开 区 间 覆 盖 存 在 有 限 子 覆 盖 。 

证 明 必要 性 是 显然 的 ,因为 开 区 间 也 是 开 集 。 往 证 充分 性 ， 
设 志 为 有 界 集 , 即 存在 M0, 使 ES[ 一 M,M]. 如 有 开 集 族 {Gi|i 
E77} 覆盖 久 , 不 妨 设 这 里 的 每 个 G; 都 是 有 界 集 ,比如 都 含 于 [一 M 
一 1,M 十 1J. 由 定理 2. 2, 每 个 G; 都 可 表示 为 至 多 可 列 个 开 区 间 
已 的 并 ,从 而 


呈 sy Un 
由 条 件 , 存 在 有 限 个 开 区 间 TnnvTan，"… ,1inn 履 盖 ,于 是 有 限 开 集 
族 Gi,Gw，… ,Gs 覆盖 上 ,所 以 上 为 紧 集 。 口 
下 面 的 定理 说 明 连 续 性 公理 的 含义 。 


我 们 用 418 表示 实数 集 的 一 个 分 划 , 亦 即 AU 8=R,ANB 
一 好,4 天 何 , 且 4 中 的 数 均 小 于 B 中 的 数 。 称 这 里 的 4 为 分 划 的 
下 组 ,8 为 分 划 的 上 组 。 

定理 2. 9 连续 性 公理 与 下 面 的 命题 等 价 : 设 A|8 是 实数 集 
的 一 个 分 划 , 如 4 中 无 最 大 的 数 , 则 8B 中 必 有 最 小 的 数 ; 如 8 中 无 
最 小 的 数 , 则 4 中 必 有 最 大 的 数 。 

证 明 设 连续 性 公理 成 立 ,如 果 4 中 无 最 大 的 数 ,那么 4 的 
上 确 界 * 不 属于 4( 否 则 * 便 为 4 的 最 大 数 ), 于 是 ;€ B. 对 于 任意 
的 yEB,y 都 是 4 的 上 界 , 故 s<y, 所 以 s 为 8 的 最 小 数 。 命题 后 
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半 部 分 的 证 明 是 类 似 的 。 

反之 , 设 E 为 有 上 界 的 集合 , 令 8 为 严格 大 于 上 上 中 每 个 数 的 
全 体 实数 , 则 18 构成 实数 集 的 一 个 分 划 。 由 假设 ,分 划 B18 确 
定 了 一 个 实数 ;, 它 或 是 B' 的 最 大 数 , 或 是 8 的 最 小 数 , 往 证 ;就 
是 上 的 上 确 界 。 易 知 s 大 于 等 于 中 的 每 个 数 ,事实 上 ,对 任意 的 
XEECB', 故 xs. 剩 下 只 须 证 明 对 任意 的 e 过 0, 存在 x'EE, 使 
Z's 一 e. 若 不 然 , 则 对 任意 的 zxEE, 有 zs 一 e. 于 是 ,由 


5 一 于 > 一 ez 


则 :一 e/26E, 但 一 s/2<s,s 一 e/2E 民 ,矛盾 。. 
由 此 定理 可 知 ,对 于 实数 集 的 分 划 要 么 下 组 有 最 大 元 ,此 时 上 
组 必 无 最 小 元 ;要 么 分 划 的 上 组 有 最 小 元 ,此 时 下 组 必 无 最 大 元 。 
不 会 出 现 上 组 有 最 小 元 , 下 组 又 有 最 大 元 的 情形 。 因 为 上 组 与 下 组 
互 余 , 这 两 个 元 不 可 能 相等 ,而 如 果 它 们 不 等 , 则 界 于 其 间 的 数 既 
不 属于 上 组 ,又 不 属于 下 组 , 与 分 划 的 定义 矛盾 。 这 正 说 明了 实数 
集 的 “连续 性 ”。 
定理 2. 10 ”以 下 的 命题 是 等 价 的 : 
(1) 连续 性 公理 ; 
(2) 单调 有 界定 理 ( 任 意 的 单调 有 界 序列 必 有 极限 ) 与 阿 基 
米 德 公理 ; 
(3) ”区 间 套 定理 , 即 如 {[a,,6,j|1nEN} 为 一 个 闭 区 间 套 , 满 
中 [artis6n+1] 忆 [a,bnjwn 二 1,2,…, 且 
lim (6, 一 a)=0 《2 3) 
则 有 唯一 的 c 属于 每 一 个 闭 区 间 ; 
(4) 有 限 覆 盖 定 理 (E. Borel 定理 )( 每 个 有 界 闭 集 都 可 被 有 
限 个 开 区 间 所 覆盖 ) 与 阿 基 米 德 公理 ; 
《5) Bolzano-Weierstrass 预备 定理 (任何 有 界 序 列 有 收敛 的 
子 序列 ) 与 阿 基 米 德 公理 ; 
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〈6) Cauchy 收敛 原理 与 阿 基 米 德 公理 成 立 。 
Cauchy 收敛 原理 即 完备 性 公理 :序列 {zx} 收敛 的 充 要 
条 件 是 VY e 和 >0,3 N, 当 n,m>N 时 
lz 一 zl <e (2 一 4 
证 明 首先 我 们 证 明 连 续 性 公理 可 推出 阿 基 米 德 公理 :为 此 
反 设 对 y>>z>0, 对 一 切 aEN,nzsy 令 4= (nz 和 ylzEN), 则 4 
是 非 空 集 ,而 且 有 上 界 y 由 连续 性 公理 ,集合 4 有 上 确 界 , 记 为 
y. 那 末 存 在 ww ,使 *z>y 一 +, 从 而 (x 十 1)zy .这 与 y 为 集合 
4 的 上 界 矛 盾 , 故 阿 基 米 德 公理 成 立 。 
〈1) 一 (2) 设 {tz*} 是 一 个 单调 非 降 的 有 界 序列 , 则 由 连续 性 公 
理 存在 上 确 界 8. 于 是 ,对 任意 的 ce 二 0, 在 序列 中 有 ru, 使 8 一 e< 
xm< 有 8. 所 以 当 n>no 时 ， 
有 一 es<z 委 8 
即 序列 {zx,} 有 极限 8. 对 有 界 非 增 序列 存 在 极限 的 证 明 是 类 似 的 。 
(2) 一 (3) 设 [ab 二 [abr],n 过 1, 则 {a} 和 (分别 是 
单调 递增 与 单调 递减 序列 从 而 由 (2) 分 别 存在 着 极限 w,p. 故 0 过 
B 一 a<bn 一 am. 由 (2-3) 式 ,对 任意 的 s>>0, 对 充分 大 的 有 久 一 a 
<e, 故 0<&B 一 a<e. 由 阿 基 米 德 公理 成 立 ( 注 (2-1) 可 知 6 一 v 这 
表明 8=a 属于 套 中 的 每 个 区 间 。 
(4) 台 (3) 由 定理 2.7 可 知 , 有 限 覆 盖 定 理 的 成 立 表明 R 的 有 
界 闭 集 是 紧 集 ,这 等 价 于 它 的 具有 限 交 性 质 的 闭 子 集 族 有 非 空 的 
交 。 设 {[a,,6]} 为 区 间 套 , 则 它 是 [a,61] 的 具有 限 交 性 质 的 闭 子 
集 族 , 因 而 有 唯一 的 元 属于 每 个 套 中 的 区 间 ( 唯 一 性 由 阿 基 米 德 公 
理 得 到 ),(3) 得 证 。 
设 FC[a,6b] 是 有 界 闭 集 ,多 为 的 开 覆 盖 族 。 如 果 户 没有 有 
限 子 覆盖 , 则 Nn [a, 《a 十 6)/2],FN [Ca+6)/2,6] 二 者 必 有 一 个 
没有 有 限 开 和 覆盖 , 记 为 站 [al,6b,]. 将 [a1,61] 再 等 分 ,同样 可 得 下 


34 


人 [az,b] 没 有 有 限 开 覆盖 , 如 此 则 得 到 一 个 闭 区 间 套 {[a.,2])}， 
Jim (一 2) 一 0, 而 天 站 [ost 没有 有 限 开 覆 盖 。 由 区 间 套 定理 , 存 
在 唯一 的 了 属于 每 个 [a,,65.], 而 对 某 个 e 之 0, (5 一 上 十 e)E 多 . 因 
此 ,对 充分 大 的 ,FF 站 [a,,b,] 可 被 一 个 区 间 和 覆盖, 这 与 区 间 套 的 定 
义 矛 盾 , 故 有 限 材 盖 定 理 成 立 。 下 面 将 证 明 (3) 意 味 着 连续 性 公理 ， 
因而 阿 基 米 德 公理 成 立 。 

(3) 一 (1) 设 4 为 有 上 界 的 数 集 。 任 取 4 的 一 个 上 界 5, 任 取 a 
E4, 则 [a,6] 门 4 没有 上 确 界 .将 [a,6j 二 等 分 ,如 右边 的 区 间 不 含 
4 的 元 素 , 则 左边 的 区 间 必 含 4 的 元 素 , 记 左边 的 区 间 为 [a1,6]; 
否则 右边 的 区 间 含 4 的 元 素 ,此 时 记 右 边 的 区 间 为 [a1,65,]. 然后 
将 [a1,b1] 二 等 分 , 照 上 面 的 方法 得 到 [as,5,]. 依次 下 去 ,于 是 我 们 
得 到 一 个 区 间 套 {[a.,6]}, 每 个 [a.,5,] 包 含 4 的 点 , 且 不 存在 4 
中 的 点 大 于 6b. 由 区 间 套 定理 ,存在 c 属于 套 中 的 一 切 区 间 。 容 易 
看 出 不 存在 4 中 的 点 “ 之 c, 否 则 当 充 分 大 时 将 有 4 的 点 大 于 
,这 与 区 间 套 的 构造 矛盾 。 另 一 方面 ,因为 4c, 对 任 给 的 之 0， 
存在 w>c 一 ,而 aoE 4, 因 此 c 便 是 4 的 上 确 界 ,得 证 。 

(3) 一 (5) 设 az,<6,n 宇 1. 把 [a, 归 二 等 分 必 有 一 个 区 间 含 
有 4 三 {x,} 中 无 限 个 点 , 记 这 个 区 间 为 [a ,6,], 并 任 取 一 个 4 中 的 
点 , 记 为 zu: 再 将 [a,b] 二 等 分 , 记 含有 无 限 个 4 中 点 的 子 区 间 
为 [az,b], 并 取 ruE A\{z,,} ,如 此 则 得 到 一 列 ruE [ab], 由 区 
间 套 定理 存在 5E [a,,6,],n 之 1, 而 $=lima,. 

(5) 一 (6) 必 要 性 显然 , 往 证 条 件 的 充分 性 。 取 e=1, 则 存在 
Ni, 当 n,m>Nl 时 ， 

jz <1+ 1z,l 
{zlz> Ni 是 一 个 有 界 序列 ,从 中 可 选 出 一 个 收敛 到 极限 / 的 子 
序列 {zx}. 于 是 对 任意 的 es>>0, 存 在 Ku, 当 人 >K。 时 ， 


|z 一 让 < 地 
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对 此 e 汪 0, 由 (2-4) 式 ,存在 NN, 当 n,m>>N 时 ,lz 一 z|<e/2， 令 

M=max(Ko'N), 当 n>M,k>M 时 ,m>>k>MN, 所 以 
lz <Is ot ls, ll<e 

条 件 的 充分 性 得 证 。 

(6) 一 《3) 由 (2-4) 式 ,对 任 给 的 e 汪 0, 取 入 充分 大 ,使 0<6bw 一 

an<e, 于 是 当 n,m 之 N 时 ， 

la —anl<e,lb— bl <e 
因此 , {an},{&} 均 有 极限 , 且 由 阿 基 米 德 公理 可 知 ,这 两 个 序列 的 
极限 唯一 , 记 为 c. 于 是 c& 门 {[a..b]lzEN}. 

由 定理 2.8, 有 限 覆 盖 定 理 也 可 说 成 是 :R 上 的 每 个 有 界 闭 集 
为 紧 集 。 而 上 面 定理 的 各 个 命题 都 可 看 成 是 有 界 闭 集 具有 紧 性 的 
不 同 的 刻 划 。 

设 序列 4 {zx,}SR, 如 果 它 无 上 界 , 即 对 任意 的 自然 数 , 总 
存在 x。 ,使 得 xz,>k, 则 limz。 二 十 oo; 如 果 序列 4 无 下 界 , 即 对 任 
意 的 自然 数 &, 存 在 zx 过 一 k, 则 limz。 二 一 co; 如 果 序列 4 既 有 .上 
界 又 有 下 界 , 即 4 有 界 , 则 由 Bolzao- Weistrass 定理 ,存在 着 收敛 的 
子 列 。 它们 的 极限 ,包括 上 述 的 十 co ,一 co 统称 为 是 序列 4 的 部 分 
极限 。 这 些 部 分 极限 中 最 大 者 , 称 为 是 序列 4= {z,} 的 上 极限 , 记 
为 imz,; 而 这 些 部 分 极限 中 最 小 者 , 称 为 是 序列 A= {z,} 的 下 极 
限 , 记 为 limz, 

定理 2.11 序列 4={z,) 的 上 、 下 极限 恒 存在 ,而 且 它们 相等 
是 序列 limz, 存在 极限 的 充 要 条 件 。 

证 明 首先 ,如果 limz, 一 1(1 为 有 限 数 或 十 co), 则 {z,} 的 一 
切 部 分 极限 都 将 是 7 

由 上 面 的 叙述 可 知 ,如 果 {z,} 上 无 界 , 则 


Tmz, 一 十 co 
se 
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如 果 {z,} 有 上 界 , 即 z,<M, 由 连续 性 公理 ,存在 上 确 界 ; 
Mi= sup{zln>k} SM 
AM, 关于 是 单调 不 增 的 ,从 而 
limM, 
必 存 在 ,有 限 或 等 于 一 o2. 
如 果 这 极限 是 一 oo, 则 对 于 任意 的 £0, 必 存在 入 ,使 Mv<< 
一 E, 而 当 w>N 时 ,x.<Mw<< 一 E. 这 说 明 


limz, 一 一 oo 


容易 看 出 ,此 时 {z.} 的 一 切 部 分 极限 都 将 是 一 co ,因而 
imz, = limz, = limz, 一 一 co 


现在 候 设 M* Alim M, 有 限 .首先 可 证 M* 具 有 特性 :Ve>0， 

(1) 序列 4 中 只 有 有 限 个 元 素 大 于 M 十 e, 即 存在 N', 当 > 
N' 时 ,ri<aM 十 e， 

事实 上 ,存在 NEN, 使 M'v<<AM "十 e, 故 当 %> N' 时 , 近 
MIv<AM 十 e， 

〈2) 序 列 中 有 无 限 个 元 素 大 于 M "一 e, 即 对 任意 的 NEN, 必 
有 允 >N 使 zv>M 一 e. 

事实 上 ,对 任意 的 N 必 有 Mw 之 M' ,而 由 Mw 的 定义 故 有 由 
>N, 使 zw>>M' 一 e. 

往 证 M =Imz,. 首先 证 明 M "是 4 的 一 个 部 分 极限 ,为 此 取 
e 一 1/m, 则 由 (1) ,存在 N'。 使 当 必 盖 N 时 ,zx 三 M ' 十 1/m. 由 
(2) ,存在 nN', 使 

To > M* — 1/m, 

然而 mr>>N oo, 故 zw.<M 十 1/mz. 从 而 4 的 子 序列 {xz} 收敛 到 
M'. 

现在 证 明 没有 一 个 部 分 极限 超过 M .事实 上 ,如 果 4 中 有 子 
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列 z 收 敛 到 w. 则 由 特性 (1), 当 i 充分 大 时 ,zz 全 M' 十 e, 令 i 
co, 则 得 as 和 M "十 s, 由 e 的 任意 性 , 则 ac<M .从 而 M =Timz,. 

完全 类 似 可 证 下 极限 的 存在 , 且 当 limz,= 十 吕 时 , 则 有 

limz, 一 十 co 

而 当下 极限 是 有 限 数 M ,时 ,AM .具有 特性 :对 任意 的 e>0， 

(1) 序列 4 中 只 有 有 限 个 元 素 不 大 于 M ,一 e; 

(2) 序列 4 中 有 无 穷 个 元 素 小 于 M .十 e. 

最 后 , 若 limz, 有 限 或 士 c, 则 4 的 一 切 部 分 极限 都 将 与 它 重 
合 ; 反 之 , 若 Iimz 一 jimz, 一 十 co( 或 一 co), 则 由 上 述 可 知 

limz, 一 十 co( 或 一 co) 

而 当 Imz,=limz, 有 限时,M" =M. Aa. 则 由 M' ,M. 的 特性 
(1) ,对 任意 的 e 之 0,4 中 元 案 大 于 a 十 e, 小 于 a 一 e 都 只 有 有 限 个 ， 


换言之 存在 N, 当 zx>N 时 ， 
a—-t<n<ate 


此 即 limz, 一 a. 加 
由 上 述 可 知 ， 
TIEmz, 一 HimaM 一 inf sup{z,} (2—5) 
oo 人 oo > n> 
limz, =sup inf {zx,} (2 一 6) 
mo k>1 n>k 
口 


一 个 序列 {z} 可 能 不 存在 极限 ,但 由 上 面 的 定理 可 知 , 上、 下 
极限 总 是 存在 的 。 

上 述 证 明 中 我 们 并 不 依赖 Bolzano-Weirstrass 预备 定理 ,而 且 
读者 还 可 用 定理 2. 11 去 证 明 Bolzano-Weirstrass 定理 。 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 介绍 Stolz 定理 ,对 今后 的 论证 将 带 来 
方便 。 众 知 ,对 于 oo/oo 型 的 极限 , 洛 必 大 法 则 起 很 大 的 作用 ,但 这 
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只 适合 于 函数 极限 的 情形 。 在 序列 极限 的 情形 ,我 们 有 : 
(Stolz) 设 {xz},{y) 为 两 个 序列 ,limy, 二 十 o, 且 


定理 2. 12 
对 于 一 切 充分 大 的 my 严格 增 大 , 则 
lim 2 = lim 和 一 二 
mo Ys ao J Yl 
只 要 右 端的 极限 存在 (有 限 或 无 限 )。 
证 明 首先 假定 右 端 极限 有 限 , 即 
lim oy 
mo yn Yl 


则 对 任意 的 e 之 0, 存 在 自然 数 和 , 当 "之 上 时 ， 


有 了 |<< 玛 且 罗 一 %->0 
所 以 ,下 面 的 分 式 都 介 于 7 一 e/2, 与 7 十 e/2 之 间 : 


Tal Zn-2 Tn Xn 


Tht Th Tete Tat 
， ， 
bm 一 JJ- 一 Jpn-l 


， ， 
Vitl 一 其 Yet2 Vetl 


易 知 ,将 上 述 分 式 的 分 子 、 分 母 分 别 相 加 所 得 的 分 式 也 介 于 两 数 之 


( 守 ==x1 < 入 (2 一 7) 
Jn 一头 
用 恒等式 
二 
Yn Yn bi 
便 得 
| Tn 了 学 ws 一 
y, rl< |= 1 十 | 3 rl 
ee 
lm 于 =r 
nN” Yn 


如 果 所 要 证 明 式 子 的 右 端的 极限 为 十 co, 则 对 充分 大 的 wz 一 
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-1 之 y 一 -1， 因 此 对 充分 大 的 4 将 有 zx, 一 十 co. 那 末 由 


加 守 一 lm 关 二 2 一 0 
从 而 
lim 至 = 十 oo 口 


mo Ys 
例 2-3 设 lima,=a, 则 算术 平均 值 序列 
b 二 和 十 十. 十 as 
3 n 
则 limb, =a. 
证 明 置 
mr 一 al 十 :十 .. .十 oo 及 六 = 一刀 


由 Stolz 定理 得 证 。 


例 2-4 设 
1 二 2: 十 .十 共 


2n 一 
nt 


在 Stolz 定理 中 令 z=1 二 24 十 ,,。 十 惟一 zt+l, 则 由 Stolz 定理 ， 


Ii 二 n 
ps (nC— 1)*+! 
但 (一 1 全 一 zt 一 (上 1) 十 … 因 此 ， 

Wo (no DD = (+ Dt 


从 而 


nt ee 
"(十 1)mw 十 … 十 1 
下 面 的 例子 是 一 个 有 用 的 命题 ,其 证 明 留 给 读者 。 
例 2-5 设 w 0,b ->0， 且 对 充分 大 的 ,6b, 严格 递减 , 则 


ee 


limz, = lim 
noo 


im as Jim Tal 
a= lim b, — Bb 


只 要 右 端的 极限 存在 (有 限 或 无 限 )。 
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2.4 连续 性 


连续 函数 是 高 等 数学 中 的 重要 概念 ,下 面 先 给 出 在 一 般 拓 扑 
空间 上 连续 函数 的 定义 ,然后 指出 高 等 数学 中 连续 函数 只 是 一 个 


特例 。 


在 一 般 拓扑 空间 (X,2 ) 中 , 称 包含 点 的 任意 开 集 为 x 的 


开 邻 域 , 称 包含 一 个 开 邻 域 的 任意 的 集合 为 z 的 邻 域 。 

定义 2.3 设 (X,2 ),(X,2) 为 两 个 拓扑 空间 , 称 函 数 ( 映 
射 )f:X 一 Y 为 连续 的 ,是 指 :每 个 开 集 的 逆 象 是 开 的 , 亦 即 对 于 
人 2 中 每 个 U， 


fi Ee 


定理 2.13 设 X,Y 是 两 个 拓扑 空间 ,f:X 一 Y, 则 下 列 命 题 


等 价 : 
(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


(5) 


函数 了 是 连续 的 ; 
每 个 闭 集 的 逆 像 是 闭 的 ; 
对 于 X 中 的 每 个 ,f(z) 的 每 个 令 域 的 逆 像 是 zx 的 邻 
域 ; 
对 于 X 中 每 个 z+, 及 f(z) 的 每 个 邻 域 U, 存 在 z 的 邻 域 
V ,使 得 

f(V)EU; 
对 于 X 中 每 个 收敛 到 z 的 序列 A= {zx 1n€E N},f(4) 
三 {f(zn) 1nEN} 收 敛 到 .Kz)， 


下 面 的 证 明 中 , 称 序列 4 二 {z,,nE N} 以 某 邻 域 V 为 归宿 是 
指 ,存在 NEN, 对 一 切 n>>N, 有 z.EV. 


证 明 


(1)** (2) 因 为 开 集 与 闭 集 互 余 ,而 


fiY\B) = {x € NIf(z) € YT\B} = XICB) 


(2 一 8) 
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如 果 8 为 Y 的 闭 集 , 则 Y\B 是 Y 中 的 开 集 , (2 一 8) 式 左边 为 X 的 
开 集 ,因此 /7'(8) 为 X 的 闭 集 ;反之 , 设 8 为 Y 中 的 开 集 , 则 Y\B 
是 闭 集 , 它 的 逆 集 为 闭 集 , 即 (2 一 8) 式 左边 为 闭 集 ,从 而 /1(8) 为 
开 集 , 故 了 连续 。 

(1) 一 (3) 设 zEX,Y 是 了 f(z) 的 一 个 邻 域 , 则 V 包含 f(z) 的 
一 个 开 邻 域 W, 从 而 /7 (W) 是 zx 的 开 邻 域 ,而 f°'(W) 导 
广 1(V). 因此 后 者 是 z 的 邻 域 。 

(3) 一 (4) 设 壤 是 7z) 的 邻 域 , 则 由 (3), 广 :(V) 是 z 的 邻 域 。 
由 于 对 任意 的 >E 六 (CD),7COD)EU, 故 六 (DSO. 

(4) 一 (5) 设 U 是 了 (zx) 的 邻 域 , 则 由 (4), 存 在 zx 的 邻 域 V, 使 
得 AV)SU. 4 以 V 为 归宿 , 故 f(4) 为 U 为 归宿 。 

(5) 一 (2) 设 总 为 闭 集 , 往 证 广 :(B3) 是 闭 集 。 任 取 广 :(6) 中 的 
收敛 到 ze 的 序列 {z,ljzEN), 则 {(F(zo)1zEN} 为 有 中 收敛 到 
f(zo) 的 序列 。B 是 闭 集 ,因此 f(zxo)€E 8B, 故 zoE 广 :(C6) ,因此 
广 1(8) 为 闭 集 。 口 

如 果 X,Y 都 是 (R, 人 2), 或 者 X 是 R 中 的 一 个 闭 区 间 [a,6]， 
此 时 在 [a,5] 上 赋予 相对 拓扑 ,我 们 可 以 证 明 ,这 里 函数 连续 性 的 
定义 等 价 于 高 等 数学 中 关于 函数 连续 性 的 定义 。 事实 上 , 设 了 在 
[a,6b] 上 连续 ,Ef[a,b],Y e>0, 取 以 = (F(z) 一 ez) 十 ce) 由 
(4) ,存在 z 的 邻 域 V, 于 是 存在 (zx 一 6,z 十 6)CY, 使 得 当 |y 一 zx| 
6 时 ,f(y)EU, 即 |f(y) 一 f(z)|1<e. 这 就 是 高 等 数学 中 关于 连 
续 的 定义 。 反之, 如果 对 zE (a,6),e>>0, 存 在 5>0, 当 |y 一 +1<6， 
y》E (lab) 时 ,成 立 | f(y) 一 f(z)|<e. 那么 对 于 f(zx) 的 任意 邻 域 
局 , 取 充 分 小 的 e>0 使 (f(x) 一 e,f(z) 十 e) SEU, 于 是 存在 6>0， 
使 得 当 |y 一 +1<5 时 ,|f(y) 一 f(z)|<e. 取 V=(z—6$,7+ 人 0), 则 
f(V)CU, 所 以 f 连续 。 

下 面 讨论 紧 集 上 连续 函数 的 性 质 ,这 对 于 R 上 的 函数 来 说 就 
是 讨论 有 界 闭 集 上 连续 函数 的 性 质 。 
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称 定义 在 4SR 上 的 函数 /一致 连 续 , 是 指 对 任 给 的 e>0, 存 
在 $>0, 使 得 对 一 切 r,yE 4, 只 要 |zx 一 y|<6, 就 有 |f(x) 一 
f(y)1<e. 要 理解 这 个 定义 ,我 们 必须 指出 函数 在 一 点 x 连续 的 
定义 中 ,对 e>0, 所 存在 的 S>0 一 般 地 与 x 有 关 , 而 一 致 连续 的 
定义 中 ,6 与 x 无 关 。 下 面 的 例子 表明 连续 函数 不 一 定 一 致 连续 。 

例 2-6 证 明 sin 工 在 [c,1)(c>0) 上 一 致 连续 ,而 在 (0,1) 上 
连续 而 不 一 致 连续 。 

证 明 当 c<z,y<1 时 ， 


re Ee 
|f(z) — f(y)| = lsin 一 sin =| 


sin 世 
2zy 
故 只 要 |z 一 ?|<cte, 便 有 
7Gz) 一 AGOD)1<e 
所 以 ， 人 1Jt— 人 容易 证 明 它 在 (0,1) 连 续 , 但 若 取 


2 一 ,= 元 ' 则 |f《z) 一 f(z',)|=2, 而 
2 


<2 


—y|| z+y| -lz—y|l lz»| 
< 
|eos 2Zzy < Zy 天 人 


La 


5 -> 0(n— co) 
4722752 a 到 

只 要 取 上 <2, 则 对 任意 的 9>>0, 当 ?充分 大 时 ,总 可 以 找到 zz 
虽然 Iz 一 xz,1<6, 但 |f(z,) 一 f(z',)|=2>e. 因此 f(z) 在 (0,1) 
上 不 一 致 连续 。 口 

定理 2.14 设 f 是 闭 区间 [a,5] 上 的 连续 函数 ( 即 /在 (a,6) 
上 连续 ,f 在 a 处 右 连续 ,在 处 左 连续 ), 则 

(1) ff 在 [a,5] 上 有 界 ; 

《2) ff 在 [a,5b] 上 取 到 最 大 、 最 小 值 ; 

(3) ( 介 值 定理 ) 设 f(a)=4,f(6)=B, 则 对 介 于 4,B 之 间 
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的 实数 C 存在 EE [a,b, 使 得 75 一 C. 

(4) 《〈 康 托 Cantor 定理 )f 在 [a,b] 上 一 臻 连续。 

证 明 (1) 对 任意 的 Xz。€ [a,6j, 由 连续 性 的 定义 , 取 e=1, 存 
在 S>0, 使 当 z6E (zo 一 6,zo 二 0) 时 ,|f(z) | 过 |f(zo)| 十 1. 开 区 间 
族 

{zo 一 9,zo 十 6)|zoE [a,b]} 
组 成 了 [a, 纪 的 开 覆 盖 , 因为 [a, 纪 是 紧 集 , 它 有 有 限 覆 盖 ， 
(z 一 0zi 十 6), (zz 一 gz 十 02)，… (zs 一 Ooz 十 0) 

也 就 是 说 ,[a, 纪 中 任意 的 zx, 都 属于 上 述 有 限 个 开 区 间 之 一 。 令 

M= max{(|f(r)| + 1, fz) | + l,lf (zx)| 十 1) 
则 V rE€E[a,b], If(z) |<M ,得 证 。 

(2) 由 习题 二 之 12,23,f([a,6j) 为 紧 集 ,从 而 f([a,6]) 为 有 
界 闭 集 。 由 连续 性 公理 它 有 上 、 下 确 界 ,它们 分 别 是 闭 集 f([a,6]) 
中 元 素 列 的 极限 ,因此 属于 f([a,6]) ,它们 就 是 了 在 [a,b] 上 的 最 
大 、 最 小 值 。 

(3) 不 妨 设 A=B8, 令 pg(z)=f(zx) 一 C, 则 pg(a) 过 0,9(6)>>0， 
我 们 只 要 证 存在 6E [a,b], 使 得 9X$) 二 0. 这 是 与 介 值 定理 等 价 的 
命题 ,我 们 称 之 为 零 值 定理 。 往 证 零 值 定理 :将 [a,5] 二 等 分 , 则 必 
有 一 个 子 区 间 ( 记 为 [a1,6,]),p 在 [a1,b1] 两 端点 的 值 异 号 ;再 将 
[a1,b1] 二 等 分 ,仍然 有 一 个 子 区 间 ( 记 为 [4,6.]) ,9 在 两 端点 蜡 
号 ;如 此 便 得 到 一 个 区 间 套 {Ta,b] | 之 1}, lim (6 一 a,) =0. gan) 
<0,K6b,) 二 0. 由 区 间 套 定理 ,存在 4€ [a,,6b.],n 之 1. 于 是 lima,= 
limb,=é, 由 于 9p 仍 在 (a,6) 连 续 , 因 此 (6) =limp(a,) <0, 9(6)= 
limK6b,) 之 0. 从 而 KS)=0. 零 值 定理 (因而 介 值 定理 ) 得 证 。 

(4 对 任意 的 e>0, 由 了 的 连续 性 ,对 每 个 zE [4,6], 存 在 开 
区 间 六 一 (z 一 9-,z 十 9.) ,使 当 yET 时 ,| f(z) 一 f(y)|<e/2. 于 
是 ,对 7: 中 任意 两 点 y,y ,有 
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[f(y — f(y) |<e 


令 
= 一) 
开 区 间 族 {J,1zE [a,6]} 和 覆盖 [a,5], 从 而 存在 有 限 的 开 履 盖 : 
J 
令 
日 2 9 9 
6= min{ 了 7， Wp 


则 当 z,x€[a,6], |x 一 z |<6 时 ,x' 必 属于 某 个 外 , 即 |x' 一 zi| 过 
6.,/2. 于 是 |z 一 zi 之 |z 一 x | 十 |z' 一 zi|<6,, 这 表明 xz,z 同属 于 
.所 以 ,1f(x) 一 f(z')|<e. 一 致 连续 性 得 证 。 

下 面 的 所 谓 压缩 映像 原理 将 在 泛 函 分 析 以 及 各 种 应 用 领域 中 
过 到 。 

定理 2. 15 不 动 点 原理 设 1:R 一 R 是 一 个 映射 , 且 存 在 0 
全 a<1, 对 任意 的 x,yER, 有 

ll1r— Tyl<alz— yl (2 一 9) 

《满足 (2 一 9) 式 的 映射 称 为 是 压缩 映射 .) 则 存在 唯一 的 zxER, 使 
得 


lr=7 (2 一 10) 
(方程 (2-11) 的 解 , 称 为 是 不 动 点 。) 
证 明 任 取 zoER, 并 令 


Zi 一 Tzovzz = Tx ,Ts = Tr 
则 
lz 一 za| 一 |Tz 一 zi 
Salz, 一 zi (2 一 11) 


< eln— zl 
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[zp — Z| SS (Co 和 te t+... 十 w)1z 一 zol 


< I zo < 1 “ az zol (2 一 12) 
由 于 0<e<1, 所 以 zj} 是 一 个 基本 列 。 由 完备 性 公理 存在 极限 ; 


limz, = € 


meo0 


在 Tz, 二 zh 两 边 令 n>o0, 由 于 
ITzx,.— Té| <alz.— tI|—0 
则 得 : 
T=é€ 
往 证 不 动 点 的 唯一 性 。 事 实 上 ,如 果 7 也 是 不 动 点 , 则 
I#—7|= 1717|<alé—7| 

因为 0 二 a<1, 故 f=7. 

例 2-7 刻 普 勒 (Kepler) 方 程 著名 的 Kepler 方程 

E= M+ esinE 

描述 一 个 行星 在 其 轨道 上 的 位 置 ,其 中 M=n(t 一 ), 这 里 w=27/ 
人 ,为 平均 角速度 ,r 为 行星 通过 近地点 的 时 刻 ,t 为 当前 时 刻 。 因 
此 ,M 为 行星 由 近地点 起 按 平均 角速度 运动 所 走 过 的 角度 , 故 称 
为 平 近 点 角 。 无 为 偏 近 点 角 , 如 图 2-1 所 示 ,s 为 行星 轨道 的 离心 


率 ,FF 为 地 球 所 在 的 位 置 。 令 
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TE= M+ esinE 
容易 看 出 了 是 一 个 压缩 映射 ,因此 Kepler 方程 有 唯一 的 解 , 而且 
定理 的 证 明 还 给 出 了 逐次 有 逼近 的 求解 的 方法 。 


习题 二 


1. 证 明 上 确 界 的 等 价 定义 , 即 设 ER 有 上 界 , 则 “一 supZ 作 
VYzEEzs 和 cai 上 且 3 x,EL,n1, 使 limz,=a, 

试 建立 关于 下 确 界 相应 的 结论 。 

2. 试 证 :车 supE=a&E, 则 存在 & 中 严格 递增 的 序列 {zx,}， 
使 limz,=a. 

3. 对 于 实数 集 EE, 记 一 E={ 一 zx1z€EE}), 试 证 : 

inf{— E} =— supE,sup{— E} =— infg 

4. 车 48, 试 证 supA<supB ,inf A 之 infB. 

5. 试 证 :V2 ,log2,sin1°,0. 1234567891011... 是 无 理 数 。 

6. 证 明 

e=1+1 二 盐 十 .… 十 


进而 证 明 e 是 无 理 数 。 

7. 设 f(z) 是 R 上 的 连续 函数 ,cER, 试 证 :E= 二 {rERIf(z) 
之 c} 是 闭 集 , 而 有 = {zER|IFCz)>c} 是 开 集 。 

8. 求 下 列 数 集 的 导 集 :N;@; (4a,6) ;Q;@. 

9. 试 证 任意 集合 的 导 集 是 闭 集 。 

10. 设 ACR 为 有 界 闭 集 ,sup4A==a, 试 证 :a€ 4. 

11. 试 证 R 的 有 界 无 限 点 集 至 少 有 一 个 至 点 。 

12. 设 ACR, 则 4 为 紧 集 当 且 仅 当 它 为 有 界 闭 集 。 

13. 试用 区 间 套 定理 证 明 :单调 有 界 的 数列 必 收 敛 。 


工 +-Q，,(0<Q,<D1 
nl n 


nl” 
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14. 试用 连续 性 公理 证 明 区 间 套 定理 。 

15. 试用 连续 性 公理 证 明 有 限 覆 盖 定 理 。 

16. 设 [a,6j 是 有 界 闭 区 间 , 试 证 :zx 是 [a,b] 的 聚 点 当 且 仅 当 
zxE€E [a,6b]. 

17. 设 {zx.) 为 一 数列 , 试 证 或 者 存在 一 个 子 序列 发 散 到 十 %， 
或 者 存在 一 个 子 序列 发 散 到 一 “= ,或 者 存在 一 个 收敛 的 子 序列 。 

18. 试 证 zz, 二 sinn,n 二 1,2,… 发 散 。 

19. 设 ae>0,zi>>0, 而 


Te(zez 十 3a) 
n+1l 一 ee = 1,2,... 


试 证 :limz,=M a. 
20. 若 存在 M>0, 使 对 任意 的 anE N， 
jz 
试 证 {z,} 收 剑 。 9 
21. 试 证 :zx,= 1 十 去 十 ， 区 十 让 一 1,2,… 收 敛 ,而 罗 = 1 十 


十 .十 二 ,mn 一 1,2,… 发 散 。 


22. 设 ws>0, 一 1,2,… 且 单调 , 若 数列 "一 a 十 十... 十 co 
7 二 1,2,… 收 敛 , 试 证 limna,=0. 

23. 设 (X,2 ) 为 紧 空间 ,f :XY 为 连续 函数 , 试 证 :7LX] 是 
Y 上 的 紧 集 。 

24. 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 且 不 为 常数 ,证 明 f([a,6]) 为 一 
个 区 间 。 

25, 设 f(z) 在 [a,56] 上 连续 , 且 对 于 任意 的 有 理 数 r€ [a,6]， 
有 f(r)==0, 证 明 : 对 a<z<b, 有 f(x)=0. 

26. 试 证 R 上 连续 的 周期 函数 必 一 致 连续 。 


1 
2 
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27. 设 /(z) 在 [a, 十 oo) 上 连续 , 且 lim jz)ER, 试 证 :7(z) 
在 [a, 十 2) 上 有 界 且 一 臻 连续。 

28, 设 /(z) 在 (a,b) 上 连续 , 且 lim f(z)=0, lim f(x)=0, 试 
证 f(z) 在 (a,6) 上 必 有 最 大 值 或 最 小 值 。 

29, 试 证 :方程 x" 二 px 二 gq 二 0( 其 中 p,q 为 实数 ) , 当 为 偶数 
时 至 多 有 两 个 实 根 , 当 ”为 奇数 时 至 多 有 三 个 实 根 。 

30， 试 举例 说 明 连 续 函 数 不 一 定 把 开 集 ( 闭 集 ) 变 为 开 集 ( 团 
集 )。 


第 三 章 积分 理论 


我 们 从 高 等 数学 中 的 黎 曼 积分 开始 讨论 。 


3$3.1 黎 曼 积分 


设 f(z) 是 在 闭 区 间 [a,5] 上 定义 的 函数 ,对 [a,5] 引 入 分 割 


a=7Xo<A<T < <=b (=: 
记 4Azi=zi 一 Xi-1, 称 d(T7)= 二 max{zi 一 xii11i 二 1,2,…,n) 为 该 分 割 
的 直径 ,在 区 间 4 三 [Lz-wz] 中 任 取 避 , 作 和 式 ( 称 为 积分 和 ) 


o= >) 6)Ar， (3 一 2) 
i=1 


如 果 当 d(7) 一 0 时 ,不 论 名 在 4 中 如 何 选取 ,o 都 趋 于 相同 的 极 
限 , 即 
lim c 一 了 = 


d(T)—0 


则 称 函 数 了 在 [ea,2] 上 黎 曼 可 积 ,并 称 其 极限 值 7 为 了 在 [a, 引 上 
的 黎 曼 积分 (或 定 积分 ), 记 为 


了 一 [rca 


定理 3.1 设 f(z) 在 [a,6] 上 可 积 , 则 f(z) 必 在 [a,5]J 上 有 
界 。 
证 明 如 果 f(《z) 在 [a,5] 上 无 界 , 则 对 [a,6] 的 任意 分 割 工 ， 
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f(z) 必 在 某 一 个 子 区 间 4 会 [zx;-1,z;] 上 无 界 , 亦 即 对 任意 的 M 
二 0, 存 在 7%E 44, 使 得 
fAzr>M ($=.4) 
对 任意 的 匡 二 0, 令 
M=H— 六 fz)Az; 


j= 1 j#1 


则 由 (3 一 4) 式 ,存在 7EA, 使 
fAr>H— 3 fz) hz 
从 而 存在 一 个 积分 和 
fz)AT+ 二 fAT+ 二 f(z)Az,>H 
这 表明 积分 和 发 散 , 于 是 f(x) 不 可 积 ,矛盾 。 口 
如 果 f 在 [a,5] 上 有 界 , 则 在 每 个 闭 区 间 [z;-1,zx,] 上 ,f 有 上 
确 界 Mi, 下 确 界 mw， 显然 


Ds <o< Dumas, (3—5) 


记 上 式 左边 的 和 式 为 5， 称 为 的 达 布 下 和 , 记 右边 的 和 式 为 5， 称 
为 的 达 布 上 和 。 现 在 我 们 考察 一 下 , 当 分 点 增加 时 上 、 下 和 的 变 
化 。 设 在 区 闻 [z;,zir1] 中 增加 一 点 x ,得 到 两 个 区 间 [zi,zx’],[xz’， 
ZTit1j, 记 f(z) 在 这 两 个 子 区 间 中 的 上 确 界 分 别 为 Ma, Mi, 则 有 
Mi 人 Mi,Mi 人 Mi, 于 是 
Mi(z — 2) + Mlzin — x) < M(xzin — 7) 
(46 
因此 , 当 分 点 增加 时 达 布 上 和 不 增 , 同 理 可 知 达 布下 和 不 减 。 如 果 
记 f 在 [a,b] 上 的 上 下 确 界 分 别 为 M,m, 易 知 一 切 达 布下 和 小 于 
MG 一 “) ,一 切 达 布 上 和 大 于 m(b 一 a). 于 是 ,一 切 达 布 上 和 的 集 


合 {5} 有 下 确 界 工 ,而 一 切 达 布下 和 的 集合 {s} 有 上 确 界 /, 而 且 
s&Ii<L<S (3—7) 
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由 上 述 积分 的 定义 ,积分 存在 当 且 仅 当 达 布 上 和 、 下 和 趋 于 相同 的 
极限 ,此 时 积分 值 

了 一 ! 王 了 
称 % 二 Mi 一 mi 为 f(z) 在 I; 上 的 振幅 , 显然 , 当 d(77 趋 于 0 时 上 、 
下 和 趋 于 相同 的 极限 当 且 仅 当 


,lim, Dar, =0 (3=8) 
上 面 的 论述 可 写成 下 面 的 定理 。 
定理 3.2 设 了 在 [za, 匀 上 有 界 , 则 了 可 积 的 充 要 条 件 是 
它 也 等 价 于 (3 一 8) 式 成 立 。 


证 明 
必要 性 : 设 了 在 [a, 匀 上 可 积 , 则 由 定义 对 任意 的 es 之 0, 存 在 
> 0, 对 于 任意 的 如 (3 一 1) 的 分 割 T, 当 d(7)<8 时 ,不 论 《 在 工 
中 如 何 选取 ,都 有 
lc 一 才 雪 去 (3 一 9) 
由 上 确 界 的 定义 ,存在 WE1Ti, 使 0<M 一 f(%) 过 e/2(5 一 q). 于 是 ， 
|s— Drear|= [Ba foryas 


€ 


2 (3 一 10) 


< WH = 
而 因为 %E 1, 故 由 (3 一 8)， 
| Dna 一 7|< 地 
从 而 , 1S 一 7|<e/2+e/2 二 e 亦 即 lim S=7. 
同 理 可 证 lim s=7， 于 是 ,lim (5S 一 s) =0. 
充分 性 : 设 lim 5 二 im s=7. 而 对 于 任意 的 分 割 T, 以 及 6E 


d(T)—0 d(T)—0 
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Li, 
so<sS 

令 d(7) 一 0, 则 得 limo= 了 7 

最 后 ,由 于 

IS—s|= 2 mM., m)Ar; = >)wAxzr 

可 知 ,了 可 积 等 价 于 (3 一 8) 成 立 。 

要 使 >)wAz 一 0 ,有 两 种 可 能 ,就 是 当 d(7) 很 小 时 ,一 切 
都 很 小 ,或 者 那些 w 不 很 小 的 子 区 间 的 长 度 之 和 >)'Ar; 很 小 。 后 
者 意味 着 使 得 函数 f(z) 不 连续 的 区 间 长 度 很 小 ,这 就 是 函数 可 积 
的 另 一 个 充 要 条 件 。 

定理 3.3 有 界 函 数 /(z) 在 [a,b] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 :对 任 
意 的 ce 之 0,7>>0, 存 在 6>0, 使 得 当 d(7')<6 时 ,对 应 于 振幅 ww 之 e 
的 那些 区 间 长 度 之 和 2)'Az; 过 77. 

证 明 必要 性 : 若 F(z) 可 积 , 则 对 任意 的 。>>0,7>>0, 存 在 9 
>>0, 使 当 d(7)<6 时 ，2)%4z; 过 Ye. 于 是 ， 


ed)'az, & Daar, <7e 
iml 


从 而 ，> "Ar; 之 7. 
反之 ,如 果 以 > ) ax; 表示 那些 使 得 w<e 的 子 区 间 长 度 之 
和 , 记 
QA sup f(x)— inf f(x) 
1€[ab)] ELeb] 

则 

Paar, = Dwar, 绾 DS) waAz; 

i=1 


< ed Ar + QD) Ar 


< sb 一 a) 十 27 
由 ,3 的 任意 性 , 故 
3 
有 界 不 可 积 函 数 的 例子 如 下 : 设 
1， z 为 有 理 数 
0， z 为 无 理 数 
则 D(z) 在 任意 闭 区 间 [a,6] 上 都 是 不 可 积 的 ,事实 上 无 论 分 割 怎 


样 细 , 在 每 个 子 区 间 上 都 含有 有 理 数 与 无 理 数 ,因此 =1. 而 
ac, — ZX)=b—a 


D(x) = | 


不 趋 于 0. 
下 面 指 出 的 几 类 函数 是 ( 黎 曼 ) 可 积 的 。 
定理 3.4 设 f 在 [a,6bj 上 连续 , 则 了 在 [a,5] 上 可 积 。 
证 明 由 于 了 在 [a,b] 上 的 一 致 连续 性 ,对 任意 的 e>>0, 存 在 
6 二 0, 当 分 割 的 直径 d(7) 过 8 时 ,|M, 一 mi;|<e. 于 是 ， 
IS—s|<elL—a) 
这 表明 当 d(7) 一 0 时 ,上 和 、 下 和 趋 于 相同 的 极限 ,因此 了 在 [a， 
如 上 可 积 。 口 
定理 3.5 只 有 有 限 个 第 一 类 不 连续 点 的 有 界 函 数 是 可 积 


的 。 
证 明 设 jz) 的 第 一 类 不 连续 点 为 zz'mwz 则 对 任 
意 的 ce 二 0,7>0, 存 在 5>0, 使 6<7/2k, 而 对 任何 分 割 7', 当 d(7') 
<6 时 ,f(z) 在 不 含有 x'i(i 二 1,2,…,k) 的 区 间 1; 上 的 振幅 丝 小 于 
6, 而 振幅 不 小 于 。 的 区 间 长 度 之 和 小 于 7, 由 定理 3. 3 可 知 f(x) 
可 积 。 口 
定理 中 只 有 有 限 个 不 连续 点 的 函数 , 称 为 是 逐 段 连续 函数 , 定 

理 3.4 表明 逐 段 连续 函数 是 可 积 的 ,而 且 在 有 限 个 点 处 改变 一 个 
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可 积 函 数 的 值 并 不 改变 可 积 性 ,也 不 改变 积分 值 。 口 
定理 3.6 单调 有 界 函数 必定 可 积 。 
证 明 假设 A(z) 在 [a, 纪 单调 上 升 , 则 对 任意 的 e 之 0, 取 95 一 
e/(FCO) 一 ra)), 对 [a,b] 的 任意 的 分 割 , 当 d(T)<9 时 ,由 于 M， 
=f(z) ,m=f(zi1), 则 


s—s= Du m)Ar; < 天 一 yeayLf 0b) (ao] = 


这 就 证 明了 fz) 在 [a,6] 上 可 积 。 口 

从 歼 曼 积分 的 定义 看 出 ,积分 就 是 积分 和 式 (3 一 2) 的 极限 ,而 
积分 和 是 区 间 [x;-1,z;] 长 度 与 函数 在 该 区 间 任意 一 点 的 值 乘 积 的 
和 。 区 间 是 一 个 集合 ,区 间 的 长 度 就 是 一 个 定义 在 集合 族 上 的 函 
数 , 它 满足 非 负 性 ,可 加 性 (也 就 是 两 个 不 相交 的 区 间 的 并 的 长 度 
等 于 两 个 区 间 长 度 之 和 )。 把 区 间 抽 象 为 一 般 的 集合 ,把 区 间 的 长 
度 抽象 为 测度 ,于 是 就 把 黎 曼 积分 推广 到 一 般 的 积分 。 我 们 将 看 
到 ,这 种 抽象 是 有 意义 的 。 


$3.2 测 度 


测度 是 集合 的 函数 ,所 以 它 应 该 定义 在 一 个 集合 族 上 ,因为 我 
们 要 考虑 并 集 ,交集 , 余 集 甚至 可 列 个 集 的 并 , 可 列 个 集 的 交 的 测 
度 ,所 以 这 个 集 族 应 该 对 这 些 运算 封闭 ,这 就 是 下 面 我 们 引入 o 代 
数 的 缘由 。 

定义 3.1 设 我 们 所 考虑 的 基本 集合 为 X, 称 X 的 子 集 族 多 
为 X 上 的 集合 o 代数 (简称 为 o 代数 ) 是 指 它 满足 : 

(1) XEF, 

(2) 多 对 集合 的 取 余 运 算 封闭 ,也 即 如 AE 多 , 则 A'E 9 ， 

(3) 多 对 可 列 并 运算 封闭 ,也 即 如 A,E ,n=1,2,…, 则 A4 


7 hl 
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=U4.e 多 . 
称 .多 中 的 集合 为 可 测 集 , 称 (X ,多 ) 为 可 测 空间 。 

如 果 上 面 定义 中 的 (3) 只 对 有 限 并 成 立 , 则 称 为 集 代数 
(简称 为 代数 ) 。 

只 有 两 个 集合 组 成 的 集 族 { 名 ,多 } 是 o 代数 ,由 X 的 一 切 子 集 
组 成 的 集 族 多 (2) 也 是 o 代 数 。 

设 有 两 个 集 族 多 ,2 ,如 果 每 个 2 中 的 集合 都 是 多 的 集合 ， 
则 称 & 含 于 多 ,也 记 为 经 多 . 

以 集 族 的 包含 关系 而 论 , {名 ,XX} 是 最 小 的 o 代数 ,而 多 (X) 


是 最 大 的 o 代数 。 
设 { 多 i,1E7T}) 为 一 族 o 代数 , 则 
i Sd 
仍 是 " 代数 。 


事实 上 , 何 ,X 属于 每 个 多 ,因而 属于 多 ; 设 4E 多 , 则 对 每 
个 iE1,4E 多 1, 多 i 是 o 代数 , 故 A'E 祥 ;, 从 而 4'E 多 ;最 后 ,如 
对 每 个 n,A,E 多, 则 每 个 A,E 多 1,i1ET, 因 为 多 ;是 o 代数, 故 

A =U4. E 了 | 

这 对 一 切 i€E7 都 成 立 , 所 以 4E 多 .这 就 证 明了 一 族 o 代数 的 交 
仍 是 a 代数 。 但 是 要 注意 ,一 族 o 代 数 的 并 不 一 定 是 o 代数 。 

设 多 为 X 的 一 个 子 集 族 , 则 多 (X) 是 一 个 包含 多 的 o 代数， 
因此 包含 多 的 代数 的 全 体 是 一 个 集 族 的 非 空 类 (这 里 的 “类 ”也 
是 一 个 集合 ,不 过 这 个 集合 的 元 素 是 包含 多 的 集 族 )。 注 意 到 ,这 
个 类 中 的 每 个 集 族 都 是 o 代数 ,所 以 这 个 非 空 类 的 交 (也 就 是 这 个 
类 中 集 族 的 交 ) 仍 然 是 一 个 o 代数。 因为 类 中 的 每 个 集 族 都 包含 
多 , 故 它 们 的 交 也 包含 多 ,从 而 这 个 非 空 类 的 交 仍 是 一 个 包含 多 的 
0 代数 , 称 它 为 由 集 族 儿 产生 的 o 代 数 ,并 记 为 ol 多). 于 是 ,对 于 
一 切 包含 多 的 o 代 数 .多 , 恒 有 多 宇 ol 多). 所 以 很 自然 地 称 oC 多 ) 
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为 包含 多 的 最 小 o 代数 。 这 就 引发 了 测度 论 中 一 个 典型 的 证 明 方 
法 , 称 之 为 通常 方法 。 

为 了 证 明 某 一 o 代数 中 的 集合 具有 某 个 性 质 ,我 们 把 具有 
性 质 了 的 X 的 子 集合 构成 一 个 集 族 多 ,. 首先 验证 : 

(1) BGC, 也 即 证 明 多 中 的 集合 具有 性 质 7'; 

(2) 验证 多 是 一 个 o 代数。 因为 oC 多 ) 是 包含 多 的 最 小 o 代 
数 ,多 | 是 包含 多 的 o 代 数 , 则 多, 写 ol( 多 ). 这 表明 ol 多 ) 中 的 集合 
都 具有 性 质 了 , 

例 3-1 设 名 为 X 的 一 个 子 集 族 , 则 对 任意 的 AEol 多 ), 存 
在 多 的 可 列子 族 儿 ,使 得 AE€o( 儿 ). 

证 明 令 

多 二 {BE ol(%)| 存 在 名 的 可 列子 族 多 使 BE€ c(Z)} 
首先 ,对 任意 的 8E 它 , 任 取 一 个 包含 8 的 可 列子 族 ZE 多, 则 总 
Ea( 急 ), 因此 ,多 ESF. 

其 次 ， 

(1) XEa( 多 ), 而 有 ,对 名 的 任意 子 族 Q,XEo(), 故 XE 
; 

(2) 如 BEF, 则 存在 儿 的 可 列子 族 多 ,使 BE o( 乡 ). 于 是 ， 
B"Ea( 钨 ), 这 又 表明 BE 多 . 

(3) 如 A,E 多 ,n==1,2,…, 则 对 每 个 ,存在 儿 的 可 列子 族 
多 ,使 A,Eo( 多 ,). 不 妨 设 多 ,= {Eqi=1,2,…} ,4 二 1,2,…， 令 
多 ={Ewln=1,2,… ,i 二 1,2,…} 则 多 是 名 的 可 列子 族 ,每 个 4， 
E 劝 ,UPi4sEa( 幼 ,), 于 是 多 对 可 列 并 封闭 。 

从 而 多 是 包含 儿 的 "代数 , 故 多 一 c( 宅 ), 得 证 。 口 

上 面 的 证 明 方法 是 测度 论 中 一 种 典型 的 证 法 ,读者 要 细心 体 
会 ,今后 我 们 还 会 多 次 用 到 。 

记 R=RU{ 一 ,十 oo} ,Ri 一 RU {十 oo) 这 里 R; 表 示 非 负 
实数 全 体 ,十 oo 是 一 个 广义 实数 , 它 比 一 切实 数 都 大 ,而 一 2 也 是 
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一 个 广义 实数 , 它 比 一 切实 数 都 小 。 并 规定 :对 任意 的 实数 a 
4a 十 ( 士 co) = ( 士 co) 十 a=( 士 co) 十 ( 士 co) 一 士 co 
十 cc,a>0 
a( 士 co) = ( 士 下 a=0 
于 co,a 刀 0 
a/ 干 oo=0 
士 lal/0 = 十 cc,a 尖 0 
而 认为 
(全 co) 一 ( 土 c), 圭 2 人 
定义 3.2 设 为 集合 X 上 的 o 代数 ,4: 多 一 RR+ 为 集合 函 
数 ,满足 ， 
(1) u(@)=0; 
(2) YEE 多 ,0 委 p(E) 委 十 co; 
(3) py 有 可 列 可 加 性 ,也 即 如 应 E 丈 ,应 站 太一 休 (天 站, 则 


AUE)= DuE,) (3—11) 
n=} 


则 称 x 为 定义 在 多 上 的 测度 。 

如 果 存 在 常数 M ,使 得 K(X) 委 M , 则 称 测度 x 为 有 限 测度 。 
设 多 为 集合 XX 上 的 a 代数 ,x 为 上 的 测度 , 则 称 (X,F ,p) 为 
测度 空间 , 当 p 为 有 限 测度 时 , 称 (X, ,py) 为 有 限 测 度 空 间 。 

我 们 知道 测度 是 从 长 度 、 面 积 、 体 积 等 概念 抽象 而 来 的 ,所 以 
定义 中 (1),(2) 的 要 求 是 很 自然 的 ,长 度 ,面积 \ 体 积 都 具有 可 加 
性 , 亦 即 两 段 不 交 线 段 之 并 的 长 度 应 该 等 于 它们 各 自 长 度 之 和 ,对 
于 面积 体积 也 有 这 种 可 加 性 ,这样 就 不 难 理解 定义 中 的 条 件 (3). 

定理 3.7 设 (X, 多 ,p) 为 测度 空间 , 则 

(1) 有 限 可 加 性 , 即 如 A,BE ,ANB8B= 名 , 则 
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A(AU B) = p(A) + p(B8) 
(2) 单调 性 ,如 48, 则 pC(4) 宇 p(B); 
(3) 减 性 ,如 4,B8E 多 ,4 和 8B, 则 
L(A\B) = (4) 一 p(B) (3 一 12) 
证 明 因为 4UBS=4UBSUGUGU…, 易 得 
pu(AU B)= pA)+ p(B) + (OD) + pOD) + = p(A) + p(B) 
因为 当 48 时 ,4=(4\B)UB, 帮 (4)=p(ANB) 十 4(8B)， 


《3 一 12) 式 及 单调 性 得 证 。 口 
定理 3.8 设 4.E.F,4,SAsni,nEN,p 为 测度 , 则 
A( UA.) = limx(A.) (3 一 13) 
如 果 4 是 有 限 测度 ,而 4, 二 4.+,zEN, 则 
A( fA) = Imw(4.) (3— 14) 


证 明 (1) 因 为 集 序列 4, 单调 上 升 , 令 8,=A\A。1, 则 8. 站 
B= ,mn 
A VA)= x UB.) 
= DDB) = lim FB) 
二 imp( A.) 
(2) 自 (3 一 11),(3 一 12) 式 
AX\ MA)= UA)= lmp(45) 
" = p(X)— limp(A,) 


于 是 , (3 一 14) 式 得 证 。 

测度 是 定义 在 集合 o 代数 多 上 的 ,这 样 说 来 为 了 定义 测度 
就 必须 对 于 每 个 多 上 的 集合 都 要 赋予 一 个 值 。 这 是 难以 做 到 的 ， 
因为 一 般 来 说 ,多 是 一 个 无 限 集 ,更 何况 所 赋予 的 值 还 必须 满足 
测度 的 人 性质。 下面 的 测度 扩张 定理 指出 ,只 要 在 一 个 能 产生 多 的 
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较 小 的 集 族 上 定义 测度 就 可 以 了 。 

设 名 为 X 的 子 集 族 ,如 果 人 BE 多 ,对 有 限 交 运 算 封闭 ( 即 如 
A,BE 名 , 则 ANBE), 而 且 差 集 4\B 可 以 表示 为 名 中 集合 的 
有 限 不 交 并 , 即 存在 有 限 个 互 不 相交 的 集合 EE 吃 ,使 

AB=EUEU-"UE, 
则 称 儿 为 半 环 。 

例 3-2 构 ={[a,5)|a,bER} 是 一 个 半 环 ,多 '={(a,b]|a,b€E 
不} 也 是 半 环 。 由 它们 产生 的 o 代数 是 相同 的 , 记 为 2(R). 

证 明 多 ,多 ' 为 半 环 的 证 明 是 简单 的 , 往 证 由 它们 产生 的 
代数 是 相同 的 。 

首先 ,对 每 个 单 点 集 

{a} = 让 [oa 十 1) 
右 端 的 每 个 集合 属于 到 ,从 而 每 个 单 点 集 属于 由 它 产 生 的 o 代数 
oY ). 

而 

(a,6] = [a,)\{a} U {6} 
因此 ,一 切 形 如 (a,6] 的 集合 均 属于 o( 罗 ). 于 是 


B' CoB) 
所 以 ， 
so(B') Cal) 
类 似 地 ,我 们 有 
{a} = 内 (a 一 圭 ,a] 
而 由 


[a,6) = (a,b]\{b} U {a} 
可 见 ,一 切 形 如 [e,2) 的 集合 属于 “( 受 '). 于 是 得 到 
oF) CoB') 
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这 就 证 明了 由 多 与 盈 ' 产 生 的 e 代数 是 相同 的 。 

其 实 ,由 上 面 的 证 明 还 可 知 由 一 切 形 如 (a,6) 的 全 体 的 集 族 ， 
或 一 切 形 如 [a,6] 的 全 体 的 集 族 ,也 都 产生 同样 的 o 代数。 这 是 一 
个 非常 重要 的 o 代数 ,我 们 称 之 为 Borel o 代数 ,并 记 为 多 (R). 

如 果 , 我 们 取 基 本 空间 为 R, 只 要 限定 上 面 的 a,6 不 取 正 负 无 
穷 大 ,类 似 地 可 得 到 o 代数 多 (R)=ol(), 也 称 作 R 上 Borel o 代 
数 , 这 里 名 = {[a,b)1a,5ER). 

前 面 我 们 在 o 代数 上 定义 了 测度 ,实际 上 我 们 也 可 以 在 半 环 
上 定义 测度 。 因 为 半 环 对 集合 可 列 并 的 运算 不 封闭 ,所 以 需 把 定义 
3. 2 中 把 可 列 可 加 性 改 为 :“ 设 所 EF ,n=1,2,… ,EB 站 E, = 人 On 


关 m, 如 果 U EE 名 , 则 (3 一 11) 式 成 立 .” 
例 3-3 如 果 令 


4([a,6)) =6—a 
A((— 0,6)) = pl[a,%0)) = p((— 00,00))= co 
则 就 是 半 环 名 ={[a,5) 1a,5bE R} 上 的 测度 。 
例 3-4 设 XX={wywoy ,wy ,二 儿 (X)( 也 即 X 的 一 
切 子 集 ) ,选取 正 项 级 数 


b= 1 


并 对 X 的 任意 子 集 4, 令 
LA)= 2 


0 
{i €A) 
则 易 证 4 是 o 代数 多 上 的 测度 。 
例 3-5 设 A(z) 是 定义 在 R 上 非 降 的 右 连续 函数 ,F( 十 co) 二 
1 一 2) 一 0, 且 对 任意 的 z,0 委 &(z) 委 1, 对 左 开 右 闭 区 间 (a， 
9] 定义 


ku((a,b]) = F(6) 一 天 Ca) 
则 可 证 明 它 是 半 环 多 =={(a,b] a,bERR} 上 的 测度 。 
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一 般 地 ,测度 可 以 取 无 限 的 值 ,但 如 果 对 任意 的 4€E 纪 ,存在 
A,€ 多 ,n 之 1, 使 得 对 每 个 x, 有 (4,) 二 oo, 则 称 x 是 co 有限 的 测 
度 。 

下 面 就 是 著名 的 称 为 Caratheodory 测度 扩张 定理 ,遗憾 的 是 
我 们 在 这 里 不 能 给 出 它 的 证 明 , 因 为 这 要 牵涉 到 太 多 的 东西 

“扩张 ?是 在 这 样 的 意义 下 使 用 的 : 设 A 在 多 上 有 定义 ,多 S 
多 ,如 果 我 们 能 在 多 上 定义 v, 而 且 对 于 任意 的 AE 名,v(4)= 
4(4), 则 称 v 为 4 的 扩张 .为 了 简单 ,扩张 后 得 到 的 测度 仍 记 为 x 

定理 3.9 设 名 为 X 上 的 半 环 ,x 为 多 上 的 测度 , 则 4 可 以 
扩张 为 s( 儿 ) 上 的 测度 。 车 4 在 安 上 o 有 限 , 且 X 可 表示 为 多 中 
集合 的 可 列 并 , 则 这 一 扩张 是 唯一 的 ,并 且 扩 张 所 得 的 测度 在 
ol 多 ) 上 也 是 oc。 有限 的 。 

根据 这 个 定理 ,由 例 3-3, 我 们 就 得 到 在 多 CR)=ol%) 上 的 测 
度 ,特别 记 这 个 测度 为 m, 称 它 为 Lebesgue 测度 。 

称 按照 例 3-5 所 定义 测度 的 扩张 为 代数 多 (R) 上 的 
Lebesgue-Stieltjes 测度 ,简称 为 L-S 测度 。 

在 下 面 的 例 3-6 中 我 们 看 到 ,概率 论 中 随机 变量 的 分 布 函数 
及 满足 例 3-5, 所 以 ,由 随机 变量 的 分 布 函数 就 可 定义 出 (或 称 为 诱 
导出 ) 瑟 (R) 上 的 区 -3 测度 。 

设 (X, 久 ,pp) 为 一 测度 空间 ,EE YF , 且 p(E)==0. 按说 ,E 的 
子 集 也 应 该 是 二 个 测度 为 零 的 集合 ,但 是 从 上 面 的 定义 ,我 们 并 不 
能 保证 上 的 子 集 属于 多 ,也 即 这 些 子 集 的 测度 是 否 有 定义 还 是 一 
个 问题 ,更 谈 不 上 它们 的 测度 是 否 为 零 ?一 种 完备 化 的 方法 解决 了 
这 个 问题 。 

设 (X, 多 ,p) 是 一 个 测度 空间 , 称 测度 “是 完备 的 ,如 果 它 的 
零 测 集 的 所 有 子 集 都 属于 多 ,显然 这 些 子 集 的 测度 将 都 是 0. 当 
测度 上 是 完备 测度 时 , 就 称 这 个 测度 空间 为 完备 测度 空间 。 对 于 
一 般 的 测度 空间 (X, ,oo , 令 
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N= (EPE 多 ,AGO = 0 使 ECF} 
它 就 是 X 上 的 零 测 集 子 集 的 全 体 。 令 
多 = {AUNIAE FNEN)} 
对 于 多 中 的 集合 4UN, 定 义 
A(AU N) = (A) 
我 们 可 以 证 明 (X, 殉 ,w) 是 一 个 完备 的 测度 空间 ,并 称 它 是 (X， 
多 ,w) 的 完备 化 。 这 表明 任意 一 个 测度 空间 都 可 完备 化 为 完备 的 
测度 空间 。(R, 多 (R) ,m) 的 完备 化 是 (R) ,多 (R) ,m) , 称 多 (R) 中 
的 集合 为 Lebesgue 可 测 集 , (R), 多 (R),m) 的 完备 化 是 (RR, 哆 
(R),m). 

因为 测度 空间 总 是 可 以 完备 化 的 ,所 以 今后 我 们 不 妨 假定 所 
论 的 测度 空间 都 是 完备 的 测度 空间 。 

给 定 一 个 基本 集合 X ,我 们 称 之 为 空间 ,在 第 二 章 中 我 们 可 以 
在 X 上 构造 拓扑 祖 ,而 在 本 章 , 我们 又 可 给 出 X 上 的 可 测 结构 ， 
或 者 说 给 出 X 上 的 子 集 c 代数 ,二 者 有 什么 关系 呢 ? 前 者 是 为 了 
给 出 拓扑 结构 ,也 即 是 为 了 刻 划 “ 邻 域 ",“ 接 近 ” 这 类 概念 ,最 后 达 
到 刻 划 极限 与 连续 ;而 可 测 结构 是 为 了 定义 子 集 的 测度 ,最 终 是 为 
了 定义 某 种 积分 ,原则 上 ,对 于 任意 的 集合 ,两 种 结构 都 可 定义 ,但 
是 ,对 于 太一 般 的 集合 , 引 人 拓 扑 并 没有 什么 意义 。 例 如 ,X 为 一 
个 抽象 集合 ,虽然 我 们 也 可 用 它 的 全 体 子 集 构成 它 的 拓扑 ,但 这 
样 ,一 切 子 集 都 将 为 开 集 。 于 是 ,定义 在 X 上 的 任意 函数 都 将 是 连 
续 函 数 ,显然 这 种 拓扑 不 会 有 什么 实际 意义 。 

如 果 (X,9 ) 是 一 个 拓扑 空间 ,也 即 9 是 X 上 的 全 体 开 集 ， 
它 本 身 是 一 个 集 类 ,于 是 我 们 可 令 

FH =0(F) 
也 即 多 为 X 上 的 拓扑 ( 开 集 类 ) 产 生 的 o 代数 ,这 样 的 可 测 空间 ， 
我 们 称 为 是 拓扑 可 测 空 间 。 例 如 XX= 眉 ,我 们 可 取 =={(a,b) 1a， 
6ER} ,我 们 在 例 3-5 已 看 到 ,c(2 ) 就 是 Borel o 代数 , 它 与 由 全 体 
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半 开 半 闭 区 间 产 生 的 o 代数 是 相同 的 。 

下 面 将 要 构造 定义 在 上 的 函数 了 对 某 个 测度 的 积分 ,我 们 
需要 用 {rzEXla<f(z)<6b} 型 的 集合 代替 黎 曼 积分 中 [zi, zit1]， 
为 此 要 计算 这 种 集合 的 测度 。 我 们 知道 测度 只 是 在 " 代数 上 有 定 
义 , 这 就 引出 了 可 测 函数 的 定义 。 


3$3.3 可 测 函 数 


定义 3.3 设 (X, 多 ,p) 为 一 测度 空间 ,f:X 一 R 为 一 个 映射 ， 
如 果 对 任意 的 BE 多 (R), 有 
广 !(B) E 多 (3 一 15) 
则 称 为 可 测 函 数 。 如 果 将 这 里 的 RR 换 为 R, 则 称 f 为 实 值 可 测 函 
数 。 
定理 3. 10 /为 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 的 aERR 有 
{TE XIf(x)<a} EF (3 一 16) 
证 明 必要 性 是 显然 的 ,因为 (一 co,a)E 多 (R). 下 面 充 分 性 
的 证 明 方法 ,我 们 称 之 为 通常 方法 。 先 构造 一 个 满足 (3 一 15) 式 的 
集合 族 
D= {BE BR)IfB) E F) 
由 于 (3 一 16) 式 成 立 ,可 见 
图 二 甩 (3 一 17) 
现在 验证 多 是 有 R 上 的 一 个 o 代数 : 
(1) 广 !(R)=XE 罗 ，, 故 RE Zi 
(2)Y AE 多 , 则 /1(4")=X\f"1(4)E 多, 故 儿 对 取 余 的 
运算 封闭 ; 
(3) 设 有 4,€E 儿 ,n 之 1, 则 
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(UA)=U/iA) EF 
急 对 可 列 并 运算 封闭 ,因此 多 是 一 个 5 代数 。 由 (3 一 17) 式 可 得 ， 
多 ol 多). 于 是 ,多 = 多 (RR). 这 就 表明 ,对 一 切 BE 多 (R)， 
fi(B)EF. 口 
如 果 f 为 可 测 函 数 ,对 任意 的 实数 4, 因为 {rE€EX|f(z)=a} 
= 儿 {zEXla</(z)<at+ 直 }, 可 见 它 是 可 测 集 。 于 是 , {xEX| 
f(z)<a},{zEX|f(z)>a} 都 是 可 测 集 。 
定理 3.11 设 / 为 可 测 函 数 ,c 为 常数 , 则 /十 ccf ,1/1|, 子 
《f 隆 0) 均 为 可 测 函 数 。 
证 明 从 
{xz|f(z)+ec<a}= {r|f(r) <a—e} 
{zlcf(z) <a} = {zlf(z) < 2} (ce>0) 


{zlef(z) <a} = {zlf(z) < £} (ec<0) 

{zI|f(2)| <a}= {xz|—a<f(r) <a} 
立 得 f+c,cf ,1f| 的 可 测 性 。 对 于 常数 a 二 0， 

(zl <e}= {zlf() > 0, 有 f(r) > 十) 

U {z|lf(x) <0) 
当 a<0 时 ， 
(zl <0 = tf) < 0 有) > 1) 

而 当 a=0 时 ， 


{zl FE <0 = (zl <o) 


由 此 可 得 二 (f 关 0) 的 可 测 性 , 
定理 3.12 设 /,g,f,,n 之 1 都 是 (X,F) 上 的 可 测 函 数 , 则 
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(1) fg 为 可 测 函 数 ; 
(2) 若 fg 处 处 有 意义 ,7 十 g 为 可 测 函 数 ; 
(3) 若 /sg 处 处 有 意义 ,f/g 为 可 测 函 数 ; 
(4) inf fsupfa im fo, limf, 均 为 可 测 函 数 ; 
(5) {zEXIf(z)=g(z)}, {rEXIf(z)Sg(T)} 为 可 测 集 。 
证 明 (1) 首 先 假定 f,g 均 非 负 可 测 , 则 对 a>0， 
{TE XIf(z)g(7) <a} 
= {xz€EXIf(z)=0}U {rE€E Xlg(z) = 0} 
ul ceo <rNn [ews < 2s)])es 


其 中 Q+ 表 示 非 负 有 理 数 集 , 故 fg 为 可 测 函 数 。 对 一 般 的 可 测 函 
数 f,g, 令 
f+ (x)= max{f(z),0}, f° (x) = max{— f(z),0} 
分 别称 它们 为 函数 f 的 正 部 , 负 部 ,顺便 指出 |f|=f+ 十 f/-. 显 
然 , 广 , 广 为 可 测 函数 ,由 于 f 一 广 一 广 ， 
fg=(ftgt+f- ge-)— (ftg+/f- g+) (3 一 18) 
注意 到 ,对 固定 的 x, 如 果 f(z) 之 0,; 则 f+(z)=f(z),f-(zx)=0; 
如 果 f(z)<0, 则 f+(z)=0,f-(z)= 一 f(z). 这 表明 (3 一 18) 中 
不 会 发 生 十 ce 一 (十 co) 这 样 没有 意义 的 情形 ,从 而 fg 是 可 测 函 
数 。 
〈2) 这 里 所 谓 处 处 有 意义 是 指 不 发 生 十 ce 十 (一 co) 的 情形 。 由 
{x|f(z) 二 SCz) <a} 
= {z|f(z) <a— g(z)} 
避 ( [zlf(z) < 站 ni [zlg(z) <a—r)) 
可 知 7 十 g 是 可 测 函 数 。 
(3) 设 1g1>0 处 处 成 立 , 易 知 1/g 为 可 测 函数 ,由 


于 =. 工 
s—/ g 
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可 知 f/g 为 可 测 函 数 。 
(4) 由 于 
{z€ Xlinff,(z) <a) =Ut{zE XIf(z) <a) 
以 及 
{zlsupf.(z) < a} =f {zlf(z) < a) 
可 知 inff,,supf, 可 测 。 而 因为 ， 
limf, = sup in{f,, 
n>1 mn 
limf, = inf supf,, 
na] mn 
因此 都 是 可 测 函 数 。 
(5) 留 给 读者 。 口 
称 测度 空间 (X, 多 ,mw) 上 的 两 个 可 测 函 数 f,g 几乎 处 处 相 
等 ,并 记 为 f=g a.e. ,是 指 
pA({zTE XIf(r)#¥g(7)}) 一 0 
同样 , 称 一 个 关于 可 测 函数 的 命题 几乎 处 处 成 立 , 是 指 该 命题 不 成 
立 的 点 所 构成 的 集合 的 测度 为 0. 这 样 下 面 叙述 的 意义 是 自明 的 : 
JPg a.e. ;fF0 a.e. ;f<eg a.e.. 
“收敛 性 ?是 一 个 不 可 缺少 的 概念 ,对 于 可 测 函数 而 言 ,有 下 面 
三 种 不 同 的 收敛 性 。 
定义 3.4 设 f.,f,n 之 1 均 为 定义 在 测度 空间 (X, 多 ,py) 上 
的 可 测 函数 , 称 f, 几乎 处 处 收敛 到 f 是 指 
A({z|f.(z) 不 收敛 到 7z)}) 一 0， 
记 为 六 一 Fa.e.. 
称 六 依 测度 收敛 到 了 是 指 , 对 于 任意 的 es>0 有 
Jimwtzlljz) — f(z)|>e)=0 (3 一 19) 


并 记 为 凡人 
例 3-6 设 0Q 是 随机 试验 结果 的 全 体 , 称 之 为 样本 空间 ,每 个 
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随机 试验 的 结果 称 为 样本 点 。 设 多 为 人 上 ( 子 集 )o 代数 ,多 中 的 
集合 称 作 事件 。 概率 了 就 是 定义 在 可 测 空间 (0, 多 ) 上 满足 PC0) 
二 1 的 测度 ,此 时 称 测度 空间 (0,,P) 为 概率 空间 。 一 个 定义 在 
2 上 的 实 值 函 数 称 为 是 随机 变量 是 指 它 满足 :对 于 任意 的 实数 
zx, 
{wlé(w) <zr}EF 
因此 ,随机 变量 就 是 概率 空间 上 的 可 测 函 数 。 设 和 ,5,n 之 1 为 随机 
变量 ,对 于 概率 ( 它 就 是 一 种 特殊 的 测度 ) 而 言 的 几乎 处 处 收敛 就 
是 概率 论 中 称 之 为 以 概率 1 的 收敛 ,而 依 测 度 了 的 收敛 ,就 是 概 
率 论 中 的 依 概 率 收敛 。 
在 概率 论 中 我 们 称 
F(x) A P{lwlé(w) < x} (3 — 20) 
为 随机 变量 的 分 布 函数 , 它 是 右 连续 的 非 降 函 数 , 且 (oo0)=1， 
(一 00) 二 0. 对 于 每 个 随机 变量 都 有 一 个 分 布 函数 , 设 & 的 分 布 
函数 为 P.,6 的 分 布 函数 为 F, 如 果 对 于 分 布 函数 的 连续 点 z, 有 
limk,(z) = F(x) (3 — 21) 
则 称 随机 变量 列 以 分 布 收敛 到 &. 
现在 我 们 描绘 一 下 随机 变量 列 6 以 概率 1 收敛 到 随机 变量 6 
的 意义 。 因 为 每 个 随机 变量 都 是 样本 点 w 的 函数 ,固定 一 个 w, {6 
(w)} 是 一 个 数列 ,上 述 的 以 概率 1 收敛 就 是 指使 得 6.(w) 收 敛 到 & 
(w) 成 立 的 。 的 集合 具有 概率 (测度 )1. 固定 %,&(w) 收 敛 到 Cw) 
就 是 指 :对 于 一 切 自然 数 k, 存 在 自然 数 NN, 当 nN 时 ， 


ls(w) — (wo)| < 十 
现在 我 们 来 证 明 : 
“YAEN NEN, 当 ">N 时 ,to) — é(o) | <) 


=A 0 用 folleco) — (wl<1 (3 — 22) 
k=] N=1 n=N 2 k 
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也 就 是 要 证 明 (3 一 22) 式 两 端的 集合 相互 包含 。 显 然 “ 忆 ” 是 成 立 
的 。 往 证 “和 ”如 果 不 属 于 右 端 的 集合 , 则 表明 存在 kE N, 使 得 


mA 1 
站 RB (ells — trl <E) 
换言之 , ef D(al 1&(w) 一 6(w) | 之 十 ) , 亦 即 不 沦 N 有 多 
大 ,总 有 相应 的 n>N, 使 得 |6.(o) 一 $C) | 之 十. 这样 便 可 找到 


一 个 子 列 名 ,满足 16.(o) 一 6(o)| > 于 .这样 o 不 属于 左 端的 集 
合 。 这 证 明了 (3 一 22) 成 立 。 从 而 ， 
1 二 Plw|&,(w) 收敛 到 和 (w)) 
=7(R 0 {ell — #1 < BF) 
k=l Nel n=N 
上 式 也 可 表达 为 对 任意 的 二 0， 
rf Dtol I&(w) — E(w Ie))=0 (3— 23) 


因为 集合 Dtol 16(o) 一 6(ow)| 宇 e) 随 着 N 的 增 大 而 下 降 , 故 
由 定理 3. 8, 上 式 等 价 于 
limP( Dellé) 一 人 wo1>e=0 (3—24) 
显然 ， 
P( DU {ollé(e) — (1 > e)) 
:之 P({wllev(Co) — §€(w)| > e}) 

因此 从 以 概率 1 收 剑 ( 即 (3 一 24) 式 成 立 ) 可 推出 依 概 率 收敛 ( 即 (3 
一 19) 成 立 )。 

在 概率 论 中 我 们 还 可 证 明 依 概 率 收敛 可 推出 依 分 布 收 全 ,在 
这 里 不 予 详细 的 论述 。 

设 4SX, 称 

1，ZzE4 


Ta(z) 一 
人 0， 工 气 4 
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为 集合 4 的 示 性 函数 。 如 果 4A:EF ,i=1 2,1 nn EN, AN A = 
GUFD ; 且 X= U4;, 则 称 4 4 ,A 为 XxX 的 可 测 分 割 。 称 


f(z) = Daila lz) 


为 简单 函数 ,如 果 这 些 a; 均 非 负 , 则 称 了 为 非 负 简单 函数 。 下 面 的 
定理 给 出 了 可 测 函 数 的 结构 。 今 后 我 们 将 看 到 ,利用 本 定理 ,可 测 
函数 性 质 的 研究 往往 可 以 简化 为 简单 函数 性 质 的 研究 。 
定理 3. 13 
(1) 设 /为 定义 在 可 测 空间 (X, 多 ) 上 的 可 测 函数 , 则 存在 可 
测 的 简单 函数 列 {f,), 使 Y nEN,1f,| 才 |f1, 且 
limf. = 
(2) 如 果 为 非 负 可 测 函数 ， 则 存在 非 负 可 测 简单 函数 的 增 
序列 f,, 使 得 limf, = fs 


证 明 因为 /= /*— 广 ,我们 只 要 证 (2). 令 


k 
f(z)= 2) 人 <1n< 结 (7) + nlipcwzn (T) 
k=0 


(3 — 25) 
则 /为 非 负 可 测 简 单 函 数 的 增 序 列 , 且 f,f. 事实 上 ,如 果 f(z) 
oo, 则 必 存 在 充分 大 的 ,使 f(z) 过 ,对 此 z,f(z) 的 值 必 菏 在 
某 个 [&/2",(&+1)/2"] 中 ,于 是 | 了 f(z) 一 f(z) |< 妆 一 0; 如 果 f (x) 
三 十 0, 则 (7z)=n, 仍 有 f(x) 一 f(z). 口 


33.4 积 分 


设 9 为 测度 空间 (X, 多 ,A) 上 的 简单 函数 全 体 ,9“+ 为 非 负 
可 测 的 简单 函数 全 体 , 记 -4 为 可 测 函 数 全 体 ,-A+ 为 非 负 可 测 函 
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数 全 体 。 现 在 开始 定义 积分 ,我 们 从 非 负 简单 函数 开始 。 
定义 3.5 设 FEs…, 即 
f(z) = Dalslz) 
其 中 4 宇 0,E.EF ,i=1 ,2,… 则 定义 了 关于 测度 x 的 积分 为 
| fd = DancE) (3 — 26) 
并 简 记 为 x 阐 


为 了 说 明定 义 3. 5 的 合理 性 ,必须 说 明 对 于 f(x) 的 两 种 不 同 
的 表达 
fz) = Dals(z) = 六 or en) 
我 们 有 


DainlE) = > op) (3 一 27) 
/1 


注意 到 ， 


而 当 x€E LENE 时 ,a;=f(z)==b;。 因 此 ， 


DainlE) = Sa Sgr,) 
i=l i=] d=l 


(3 一 27) 式 得 证 。 
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定理 3. 14 下 面 设 f.,g,,f,g€91,n 之 1, 则 积分 具有 : 
(1) 保 序 性 , 即 设 f,g€91+,f 之 g;, 则 pC) 之 pl8). 
《2) 线性 性 , 即 设 a,6 为 常数 ,使 af 证 28 以 及 an( 六 十 br(CE) 
有 意义 , 则 
paf + bg) = apy(f) + bu(g) 
(3) 设 fyfp(f0) 过 0, 则 (4,) yp. 
(4) 设 所 和 4f, 则 Cf) 人 pC 记 . 
(5) 设 有 人 ,gr 人 ,limf.<limg., 则 
limp(f,) < limp(g,) 
其 中 人 ,分别 表示 单调 上 升 ,单调 下 降 。 
证 明 《1),(2) 可 直接 由 定义 推 得 。(2) 中 所 谓 有 意义 是 指 不 
出 现 co 一 ce 的 情况 。 
(3) 令 & 一 太一 + 0, 记 
B= suplgi(z)|z € X} 
“ 则 对 任意 的 :二 0， 
0 g, Bla,>» + eloocs,<o < Blo>o + el w>o 
于 是 ， 
Hg») SC Bulzrlg(7) > e) + eplxlgi(7z) > 0) 
由 于 Q(zlg,(z)>>e)= 信 ,得 lmx(zlg,(zx)>e)=0. 因此 ， 
limp(g.) 委 erk(zlgi(z) > 0) 
e>0 是 任意 的 ,所 以 (3) 得 证 。 
(4) 若 w( 站 =ce, 由 于 了 是 简单 函数 , 必 有 a, 使 <(zl7Cz) 一 
aq) 一 co. 因为 
(zf (0) .0/2 一 口 (lcz) > /2) 
以 及 


a 
矿 之 Flom> 


limp(f,) > lim Sp(zlf,(z) > 3) 
Suzlf lz) $$)=%; 
车 pC 有 <o0; 则 名 = 及 一 fy 0, 且 yl)< 吕 ,由 (3) 则 得 
(4)， 
(5) 固 定 避 , 令 h=min{gyf)) 则 有 E59+,h, 人 JE 由 
(4) 得 limpCh,) 二 (fn) ,而 jp(g,) 之 (hh,), 所 以 
limp(g,) > pf,) 
再 令 moo,(5) 得 证 。 
定义 3.6 设 f 是 (X, 多 ,py) 上 的 非 负 可 测 函数 , 则 由 定理 3. 
13 存在 一 列 非 负 可 测 的 简单 函数 f,¢ f ,我 们 定义 关于 4 的 积 
分 为 


pAD A reodk = limplf) (3 — 28) 


为 了 说 明 这 个 定义 的 合理 性 ,必须 证 明 上 述 极限 的 存在 , 且 不 
依赖 于 f, 的 选择 。 因为 f, 单调 上 升 ,(3 一 28) 式 的 极限 或 有 限 ,或 
为 十 ce, 而 由 定理 3. 14(5) 可 见 这 个 极限 不 依赖 于 序列 f, 的 选 
择 。 

注意 到 (3 一 25) 式 ， 

a2" 一 1 
xD =lim 二 A 仁和 Fo < 和 

+ np({f(z) > 1)) (3 一 29) 
事实 上 ,上 述 关 于 积分 的 定义 就 是 先 对 /(z) 的 值 域 进行 分 割 ,把 
值 域 分 为 >” 与 <n, 然 后 把 后 者 等 分 成 2" 个 区 间 , 在 每 个 区 
间 上 用 左 端点 的 值 CA/2") 和 逼近 函数 值 , 这 就 定义 了 简单 函数 
f(z) ,从 而 得 到 简单 函数 f, 的 积分 。 容 易 看 出 , 当 分 点 增加 时 , 即 
7 增 大 时 ,f(z) 单 调 非 降 。 于 是 AK) 单调 非 降 , 所 以 limpCJ,) 或 
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等 于 十 co ,或 为 有 限 数 。 

读者 应 该 看 到 ,这 里 的 积分 与 黎 曼 积分 都 有 一 个 共同 点 ,也 就 
是 分 割 求 和 ,再 求 极限 。 两 者 最 本 质 的 区 别 是 ,前 者 是 通过 分 割 函 
数 的 值 域 得 到 对 定义 域 的 可 测 分 割 , 后 者 是 直接 分 割 函数 的 定义 
域 。 

显然 ,如 果 pC({zEXIfCz)= 十 0)>>0, 则 pC 有 = 十 oo. 对 
于 一 般 的 可 测 函 数 积分 的 定义 如 下 。 

定义 3.7 设 jz) 为 定义 在 (X, 丈 ,Am) 上 的 可 测 函 数 , 当 
AC 广 ),AC 广 ) 有 一 个 有 限时 , 称 了 的 积分 存在 ,并 称 

A(f) = pf+) — plf-) (3 一 30) 
为 地 的 积分 ,而 当 wCA+),w( 广 ) 均 有 限时 , 即 
ACID = w+) 十 pw(C 广 ) < co 

时 , 称 卫 可 积 。 

我 们 还 需要 定义 在 一 个 可 测 集 4 上 的 积分 ,定义 


[fn = 一 ACTA) 


下 面 的 定理 是 积分 的 基本 性 质 。 
定理 3.15 设 九 g 均 为 (X, 多 ,Am 上 的 积分 存在 的 可 测 函 


(1) 设 a,6 为 实数 , 且 使 下 面 的 式 子 有 意义 , 则 
Akaf + bg) = ap(f) + bulg) 

(2) 设 f<g a.e. 则 yp(g); 

(3) uC 和 ApCLAD， 

这 个 定理 的 证 明 都 可 以 直接 从 积分 的 定义 得 到 , 留 给 读者 作 
为 练习 。 

由 定理 3. 15 可 知 , 当 f=g,a.e. , 则 wz( 户 =wp(g). 在 -4 中 引 
人 关系 有 :7 一 8 当 且 仅 当 f=g,a.e. 易 知 R 是 一 个 等 价 关系 ,也 
即 它 具 有 自 反 性 ,对 称 性 ,传递 性 . 于 是 按 此 关系 ,可 将 -4 分 解 成 
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不 同 的 等 价 类 ,在 每 个 等 价 类 上 积分 K( 妃 是 不 变 的 。 在 这 个 意义 
上 ,我 们 可 以 把 几乎 处 处 相等 的 可 测 函 数 看 成 是 同一 个 函数 。 

下 面 是 积分 论 中 应 用 最 广泛 的 定理 。 

引 理 3.16 设 了 f,,f,n 之 1 均 是 非 负 可 测 函数 。 

GD) 设 大 入 Arae. 且 lim 太 = 了 ae , 则 

limp(f,) = p(f) 

(2) 设 用 宇 f+isa.e. limf,=f a.e.， 又 Ap()<co, 则 
jimACf) 一 ACD，a.e. 

证 明 因为 在 一 个 零 测 集 上 改变 函数 的 值 ,并 不 改变 积分 ,所 
以 不 妨 假定 上 述 条 件 都 是 处 处 成 立 的 。 

(1) 对 每 个 训令 mn€E91, 使 fm 人 fbm->o0).a.e. 邻 g,== 
max{finli=1,2,",m), 则 gn ES tg ff, 有 有 gf,a.e. 于 
是 ， 

AKC) = lim p(g») < limp(f) 
但 恒 有 4( 有 有) 之 K(fm), 故 有 limp(f)==p( 了 ). 

(2) 留 给 读者 。 口 

定理 3. 17 单调 收 鱼 定理 设 .EH,n 宇 1, 又 设 每 个 yf,) 
存在 。 

(1) 设 有 人 4fa.e. 车 (用 )> 一 oo, 则 (7) 存 在 , 目 (f,)^ 
4(N). 

(2) 设 有 yfa.e. 车 pj( 有 1)<o0, 则 p(f) 存 在 ,县 pCf,) 
pf). 

证 明 (1) 因 为 fH 人 ft,f7 yf-ae. 以 及 4(f-)<p(f7) 
达 %, 故 x( 放 存在 , 且 yx(f,)4 ,由 引 理 3.16 得 impCj) 一 AP)， 

〈2) 的 证 明 留 给 读者 。 口 

定理 3.18 Fatou 引 理 设 f.E.H,n 之 1, 且 每 个 jf,) 存 在 。 

(1) 车 f. 下 有 控制 , 即 存在 gE.H ,pg)>> 一 ,使 得 f, 之 g， 
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a,e. ,n 之 1, 则 py(limf,) 存 在 , 且 
plimf,) < limp(f,) 

(2) 车 f. 上 有 控制 , 即 存在 g€ A ,An(G8)<co ,使 得 万 入 ga. 

e.,n 这 1, 则 kjimf,) 存 在 , 且 
Alim/f,) > lmp(/.) 

证 明 只 证 (1), 令 8 一 infjo, 则 go limf,, 且 pg 之 gya.e. ,于 

是 ,KCg1) 之 k(g)> 一 oo, 由 单调 收敛 定理 ,x(lim/,) 存 在 , 且 
pllimf,) = limplg,) < limx(f,) 

(2) 的 证 明 留 给 读者 。 口 

定理 3. 19 Lebesgue 控制 收敛 定理 设 f,,f EH,n>1 且 ff 
下 了 a.e, ,车 f, 有 可 积 控 制 , 即 存在 非 负 可 积 函 数 g, 使 |f.1<g， 
a.e.n 之 1] 则 了 可 积 , 且 

limp(f,) 一 所 

证 明 由 于 |f1<g, 可 见 了 可 积 。 因为 Im 了 = 了, 故 limf= 

Im/.=/. 于 是 ,由 Fatou 引 理 ， 
Alimf,) < limp(f,) < mplf,) < plimf,) 

上 式 两 边 都 是 A《limf,), 故 上 式 的 等 号 成 立 , 定 理 得 证 。 口 

注 3-1 如 在 上 述 定理 中 用 请 依 测度 收敛 于 了 代替 ,一 f a. 
e. 定理 仍然 成 立 , 它 的 证 明 可 以 在 任何 一 本 实 变 函数 论 或 测度 论 
的 书 中 找到 。 

注 3-2 如 (X, 多 ,4) 是 (R, 多 (R),m), 其 中 mm 为 Lebesgue 
测度 。 了 为 R 上 的 可 测 函 数 , 则 上 述 定义 的 积分 就 是 Lebesgue 积 
分 ,并 记 为 J faz, 即 
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+ nm(zlf(z)> 1) (3 — 31) 
下 面 的 定理 说 明 ,Lebesgue 积分 确 是 Riemann( 黎 曼 ) 积 分 的 推广 ， 
定理 3.20 设 了 /是 定义 在 [za, 纪 上 的 函数 ,如 果 它 是 Riemann 
可 积 , 则 必 Lebesgue 可 积 , 且 
| ,fondz = CR rmdz 
[Caw] : 


这 里 (上 ),(R) 是 分 别 表示 Lebesgue,Riemann 两 种 积分 。 
证 明 由 定理 3.1 可 知 ,上 广 有 界 .考虑 [La, 纪 的 分 割 :ao 一 zm<z 
志 …<<z 一 六 用 mi AM， 分 别 表示 在 区 间 [zxi_1,zx:] 上 的 下 、 上 确 
界 。 令 
(7) 一 me Cz) 


(7) = 六 Me aa) 
i=1 
对 于 Lebesgue 测度 空间 (R, 多 (R),m), 每 个 区 间 都 是 Lebesgue 
可 测 集 ,因此 它们 都 是 Lebesgue 可 测 函 数 , 且 纪 ,+ ,4, 令 
lim$,(z) = f(z), limy,(z) = f(z) 
则 了 Cz) ,f(z) 均 是 Lebesgue 可 测 函 数 , 且 f(z) 志 f(x)<<7(x). 我 
们 有 
Dmlz; — zx) = (L) | tT)dz < DT ds 


i=l 


< Df Tdz < Df popdz= PMs 一) 


i=l 


上 式 左 、 右 端 恰 是 黎 曼 下 、 上 和 , 令 maxAx 一 0, 则 
(| ,Taz = | faz = (R)| fx)dz (3 — 32) 
[2.8] [ae 二 


由 此 可 知 
m({tzE [a,bJ|lf(z)#f(2)})) =0 (3 一 33) 
事实 上 ,车 (3 一 33) 不 成 立 , 必 存 在 nEN, 使 在 [a,b] 中 某 个 非 零 测 
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子 集 4 上 ,7Gz) 一 KGz)>1/a, 从 而 
[ Tm) - Keydz> FplA) >0 


与 (3 一 22) 式 矛盾 。 ee 
这 样 f 也 就 几乎 处 处 与 Lebesgue 可 测 函数 相等 ,多 (R) 是 完 
备 的 o 代数 ,因此 为 Lebesgue 可 测 。 所 以 ， 
of /dr = CR redz 
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注 3-3 设 A(z) 为 R 上 的 一 个 非 降 右 连续 函数 ,如 可 测 空间 
(中 ,多 (R)) 上 的 测度 是 由 pC[a,6]) 二 FC65) 一 F(a) 扩 张 得 到 的 。 对 
于 Lebesgue 可 测 函 数 f ,此 时 的 积分 (了 ) 称 为 是 Lebesgue-Stielt- 
jes 积分 。 

如 果 F 如 注 3-3, 如 同 构造 黎 曼 积分 ,我 们 也 可 定义 所 谓 的 
Riemann-Stieltjes 积分 

CR 一 引 | fraps) = lm DE Fz) ~ Pa) 

a -0 i=] 


容易 证 明 当 f 在 [a,5] 上 连续 时 ,上 述 极限 存在 ,也 即 此 时 对 
的 Lebesgue-Stieltjes 积分 存在 。 

完全 类 似 于 定理 3. 15 可 以 证 明 , 当 f 在 [a,5] 上 对 的 Rie- 
mann-Stieltjes 可 积 时 ,f 对 也 Lebesgue-Stieltjes 可 积 , 且 二 者 的 
积分 值 相 等 。 

控制 收敛 定理 的 意义 将 在 下 面 的 叙述 中 体会 到 。 设 在 [a,5] 上 


定义 的 函数 项 级 数 > yw(z) 的 每 项 w(x) 都 连续 , 则 和 西数 SC(z) 


一 2 在 [a, 妇 上 是 否 可 积 呢 ?对 于 黎 曼 积分 ,我 们 知道 ,这 要 
求 级 数 具有 一 致 收敛 性 ,此 时 对 a<a<B<b 有 
[scaz = > fwar 
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这 就 是 积分 与 无 穷 求 和 交换 的 定理 。 但 对 于 Lebesgue 积分 而 言 ， 
我 们 只 须要 求 每 项 有 界 可 测 , 此 时 和 函数 SC(z) 也 将 有 界 可 测 (?)， 
于 是 $(z) 为 Lebesgue 可 积 。 由 控制 收敛 定理 ,我 们 只 要 假定 对 级 
数 的 每 个 部 分 和 5,(z) 二 >)u(z) 存在 可 积 的 控制 函数 GCz), 则 


积分 与 无 穷 求 和 便 可 交换 次 序 。 如 果 级 数 一 致 收敛 , 则 和 函数 在 
[a,5] 上 连续 ,那么 就 可 以 找到 一 个 常数 控制 每 个 部 分 和 (?) ,所 以 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 很 容易 得 到 级 数 与 积分 交换 的 定理 。 

例 3-7 设 f(z),ylz) 都 是 R 上 的 连续 函数 ,并 且 对 任意 的 zx 
ER,y(z) 之 0, 邻 


F(z) = [yaau 
且 假 定 F( 十 co) 人 [0 = 1, 则 F(z) 是 分 布 函数 , 且 当 
CD)| flycz)dz < co 时 ,有 
C= Sf fdr = (| fez)dz 


= (R) [ feyyeeydz 
证 明 对 任意 有 限 区 间 [a,6j, 考 虑 分 割 1”: 
a=z<H< 
使 当 oo 时 ,max Aw 一 0. 取 性 之 合 避 41v1 过 j<, 以 及 简 
1 
单 函 数 f,(7x) = Df E10 (7). 
由 于 f(z) 在 [a,6] 上 的 连续 是 一 致 的 ,对 任意 的 >0, 存 在 5 
二 0, 使 当 充分 大 时 ， 
[f(D — /ED <ereE (rr,l Sih 
由 此 可 见 , 当 nco 时 ,一 致 地 有 
limf.(z) = f(z) 
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由 f(z) 在 [a,6] 上 的 连续 性 ,存在 M>0, 使 |f(z)1<M ,于 是 得 
If.z)|l<M+e 
由 控制 收敛 定理 ， 
£8) fd) = 各 | 六 CDdFCn) 
[a.s] 1 一 [a,6] 
如 一 1 
= lim DFE LF) — FxD] 
i=0 
hl 
= lim DEY hn — 
如 一 1 


= lim > FSD%(CGD)Cz 一 冯 ) 
oh 一 0 


= (站 | f(g)dz 
[ae 


区 Rf fg)dz (3 — 34) 
其 中 
FOZ) — Fz) = YM zh — DR E (zr), 
来 自 于 Riemann 积分 的 中 值 定理 。 


由 条 件 CD fn pea)dz < co， 以 及 
[fCz) Yr) Tm rz) 4 fr) yr) (a ~—— ,6b — oo), 可 知 ( 单 
调 收敛 定理 )， 


Df fn) gcdr = lim Cf fon) ga)de 
R pa [a 


PE Jim (Df /7) ldF'(z) 


一 代 一 S)| 7 |dF(z) 
可 见 ,f(z)y(z)Legesgue 可 积 ,f(x) 关 于 F(x)(L-S) 可 积 。 最 后 
应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,在 (3 一 34) 中 令 a 一 一 co,b->oo 即 得 
定理 的 结论 。 口 
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最 后 ,我 们 介绍 积分 的 变量 替换 定理 。 

设 (X,F),(Y, 雪 ) 为 两 个 可 测 空 间 , 称 映射 :XY 为 可 测 
映射 ,是 指 对 于 任意 的 BE 纪 , 有 广 :(D)E 到 ,显然 ,可 测 函数 就 
是 由 XR 的 可 测 映射 

如 果 为 (X,F) 上 的 测度 , 则 对 于 任意 的 BE 名, 令 

vB) = pu(f7'(8)) 
则 可 证 明 v 是 (Y, 儿 ) 上 的 测度 。 事 实 上 ,我 们 只 须 证 明 可 列 可 加 
性 。 为 此 设 B.:€ 多 ,B; 们 Bj= 多 (i 尖 让. 由 于 当 i 闫 j 时 
广 (20 N KBD = 8 

我 们 有 

A UB)= A UB)) = AU/B) 


= Da) 三 Du 


我 们 称 这 个 测度 v 为 由 映射 了 在 CY,2 儿 ) 上 的 诱导 测度 ,并 记 为 " 
一 pp 广 :. 

现在 令 g 是 从 (Y, 多 ) 到 (R, 儿 (RR)) 的 可 测 函 数 。 则 与 g 的 

合 g8 oj 便 是 从 (X ,到 ) 到 (六 , 胞 (及 )) 的 可 测 函数 。 事 实 上 ,对 

于 任意 的 AE 多 (R),(g o 亡 -:(4)= 广 :Cg-1(C4)). 因为 g-1C4) 
E 多 ,而 是 XX 到 Y 的 可 测 映射 ,所 以 广 :(g-:(4))E 光 ,这 样 ， 
我 们 可 以 考虑 两 个 积分 :一 个 是 gof 对 4 在 X 上 的 积分 ,一 个 是 
8 对 "一 p 广 :在 了 Y 上 的 积分 。 

定理 3.21 承 上 面 的 假设 , 则 g 关于 pf“! 的 积分 存在 (可 积 ) 
当 且 仅 当 g o 了 关于 的 积分 存在 (相应 地 ,可 积 ), 日 


gof ax= sa (3 — 35) 
x ¥ 


证 明 下 面 的 论证 方法 对 于 证 明 有 关 可 测 函 数 的 命题 都 有 普 
遍 的 意义 。 
(1) 当 g 为 示 性 函数 时 , 即 gC(y)=17sC(y),BEI,g 0 f(x)= 
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DCFGz)),(3 一 35) 的 左 端 为 
1c 0d = py(z|f(z) € B) 
= p(f-1(8)) 
= | Td 
(3 一 35) 式 成 立 。 
(2) 当 g 为 非 负 可 测 简单 函数 时 , 由 积分 的 线性 性 可 知 (3 一 
35) 成 立 。 
(3) 当 8g 为 非 负 可 测 函 数 时 , 则 存在 非 负 可 测 简单 函数 列 g， 
使 gf g, 于 是 由 积分 的 单调 收敛 定理 ， 
| of ar= tim | go f dp 
到 ij se dp 全 
一 [< dpf™! 
得 证 。 
(4) 当 g 为 一 般 可 测 函数 时 ,g 一 8 一 g ,分 别 关于 广 , 广 的 
(3 一 35) 式 是 成 立 的 ,这 说 明 go 了 对 的 积分 存在 (或 可 积 ) 当 且 
仅 当 g 对 w 广 :的 积分 存在 (相应 地 ,可 积 ), 再 一 次 由 积分 的 线性 
性 , (3 一 35) 式 得 证 。 
例 3-8 应 用 于 概率 论 。 由 (3 一 20) 所 定义 的 分 布 函数 即 为 
PE-1(( 一 oo0,z)), 它 就 是 由 矿产 生 的 Stieltjes 测度 ,我 们 仍然 用 下 
表示 这 个 测度 ,如 果 g 是 R 到 R 自身 的 可 测 映 射 , 则 gC§) 仍 然 是 2 
到 多 (R) 的 可 测 函 数 ,也 即 随机 变量 。 
我 们 称 随机 变量 对 概率 测度 的 积分 为 这 个 随机 变量 的 数学 期 
望 ,并 用 上 来 表示 。 即 
Et= | sm， Eg(é) = ecoar 


那么 由 定理 3. 21， 
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Eg(6) = 下 g(x)dF(z) (3 — 36) 


特别 当 g (zx)==z 时 ， 

Ee= | zdF() (3 — 37) 
《3 一 37) 式 正 是 初等 概率 论 中 关于 随机 变量 的 数学 期 望 的 定义 ,而 
(3 一 36) 则 是 计算 随机 变量 函数 的 数学 期 望 的 重要 公式 。 初 等 概率 
论 直接 用 (3 一 37) 定 义 数 学 期 望 ,而 并 不 指出 随机 变量 的 数学 期 望 
其 实 是 随机 变量 对 概率 测度 的 积分 ,这 是 因为 在 学 习 概 率 论 之 前 


并 没有 学 习 一 般 的 积分 理论 。 
例 3-9 设 4={olXCo)=1/ 人 ,PCD 一刀 /241,k>1, 并 且 


局 4=0, 试 求 : ”zzde(z) ,其 中 PCz) 为 随机 变量 X 的 分 布 函 
数 , 即 F(z)=P(w|X(w) Sz). 
解 由 积分 转换 原理 
三 zareo = | xzap= | xd 


例 3-10 设 一 cc<zi<z<…<zr<co， 
0， 有 


F(z) = Dp, ZILLI 
Z 之 zs 
其 中 p 宇 0,i=1,2,… i 对 可 测 函数 g(x) , 试 求 
[ .gware), 
解 由 于 
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R= (~ co,7) U {za} U Cris72) U {z2} U (zz,73) 
UU {zt} U ri) U [zs + 0) 
易 知 , 若 PCz) 在 某 区 间 为 常数 , 则 g(z) 在 这 区 间 对 PCz) 的 积分 
为 0. 故 
[gnarw =| ear +| eae) 


十 


十 [ g(xz)dF (7) +| g(xz)dF (zx) 
Ld 二 


tz 


十 


二 + | g(r)dF (rx) 
(rw 十 co)》 


2| 


k=1™ (nh 


= > gCzD[RCrbD — Fz — 0)] 
kl 


,8 CT)dF(z) 
= Dex) pr 
ft 


习题 三 


1. 设 多 为 X 上 的 a 代数 , 试 证 对 集合 的 交 运 算 , 差 运算 
封闭 。 
2. 设 X=R, 验 证 由 全 体 开 区 间 , 或 由 全 体 左 开 右 闭 区 间 , 或 
由 全 体 {( 一 ,a)laER} 组 成 的 集 族 都 不 是 o 代数 ,但 由 它们 产 
生 的 o 代数 是 一 致 的 ( 记 为 多 (R)). 
3. 设 {4.} 为 09 子 集 的 一 个 序列 , 称 
了 三 4. = {wE lw 属于 无 限 多 个 4,} 
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为 上 极限 集 ; 
lim 4. = {w € Qlw 属于 除了 有 限 个 A, 外 的 一 切 Au} 
为 下 极限 集 。 试 证 : 
m4, = 0 UA 
lm4, =U fa, 


如 果 4 单调 上 升 或 单调 下 降 , 试 证 JE 4, 一 lim A., 并 求 出 它们 的 
表达 式 。( 此 时 记 上 述 极限 为 lim 4,, 称 为 是 集合 序列 的 极限 。) 

4. 设 多 是 空间 0 的 非 空子 集 族 ,AS0, 令 

NA= {8B8NAIBE } 
试 证 : 
ANcE)= oF NA) 

5. 设 A: 儿 (0)Ri,p(@)=0, 具 有 单调 性 , 即 如 AEB, 则 jp 

(4) 志 p(B8), 且 满足 次 可 列 可 加 性 : 
A UA) < Dua) 
nl i=1 

则 称 为 是 Q 上 的 外 测度 。 令 
UYU={4CAIY DSN 有 1D) = x(AND) + uA ND)} 
试 证 为 o 代数 , 且 4 在 UW 上 的 限制 为 一 测度 。 

6. 设 名 为 上 的 集 族 ,是 CE 名 ,为 名 上 的 测度 , 令 


CO =inf{ Da) IA E GASUA)ASA 
和 出 


(约定 mg= 十 ce) , 试 证 上 为 2 上 的 外 测度 , 且 在 室 上 与 一 
致 。 我 们 称 py* 为 由 px 引出 的 外 测度 。 

7. 若 外 测度 六 在 半 环 窜 上 有限 可 加 , 则 py" 是 上 的 测度 。 

8. 设 吕 为 半 环 ,pa4.p 为 ol 多) 上 的 两 个 有 限 测度 ,车 QE 儿 ， 
且 Aw 在 多 上 的 限制 一 致 , 则 它们 在 z"( 客 ) 上 一 致 。 

9. 设 (Q, 多 ,名 ) 为 一 个 有 限 测度 空间 ,FF =o( 儿 ). 试 证 若 A 
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后 多 , 则 对 任意 的 e 之 0, 存 在 BE 安 , 使 得 KC44B)<e, 其 中 4AB 
二 (4\8)U(B\A), 称 为 是 对 称 差 。 

10. 设 (X ,多 ,p) 是 一 个 测度 空间 , 令 

多 ={AUNIIlA€E FNEN} 
对 于 胸中 的 集合 4UN, 定 义 
A(AU N) = mA(C4) 

试 证 (X, 殉 ,w) 是 完备 测度 空间 。 

11. 设 (X, 多 ,是 测度 空间 , 且 4,e .多 ,n 之 1, 试 证 : 

(1) “(limA) Slimp(h,); 

(2) 车 k 有 限 , 则 limx(4,)<p(lim 4.); 

(3) 车 Fuca,) <o0, 则 plim4,) = 0. 

n=l NS: 


12. 设 X 是 有 限 集 ,多 二 多 (X), 并 对 任意 的 4EF, 令 jp 
(4)=4 所 含 的 元 素 的 个 数 , 试 证 :(X,9 ,p) 是 测度 空间 。( 这 个 
测度 称 为 是 计数 测度 。) 

13. 设 正 项 级 数 >)a; < co ,分 布 函数 R(z) 只 在 z = n(n 之 

i=l 
1) 上 有 跳跃 值 为 a, 的 阶梯 形 函数 , 试 求 上 对 应 的 L-5 测度 。 
14. 设 尼 为 8 到 R 的 一 族 函 数 , 令 
多 = {YU BR))) 
试 证 多 为 A 上 的 o 代数 ,并 且 是 使 得 22 中 的 函数 可 测 的 最 小 o 
代数 ， 

15. 试 证 示 性 函数 有 下 列 性 质 : 

(1) 14g 二 1a1s;1avs 三 Ta 十 1s 一 748; 车 {4,} 为 不 交 的 集合 列 ， 
则 Tua, be Zl 

(2) Tm ,= lm, i ,= liml,. 


(3) Lig=1a(1—1s). 
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16. 斌 证 :对 (0, 多 ) 上 的 任 一 非 负 有 界 可 测 函 数 X, 必 存在 
一 个 非 负 简单 函数 列 {X.1n 之 1} ,使 得 X, 人 和 X 对 wE 一 致 成 立 。 


17. 设 可 测 函 数列 {X,} 中 的 任意 子 列 中 总 存在 一 个 子 列 依 测 


度 收 敛 到 六, 试 证 :X。 依 测 度 收 敛 到 XX. 
18. 设 X, 一 >X, 且 Y, 一 >Y, 试 证 : 
(1) aX, +bY, —raX+bY, (a,bER) 
(2)1X,| 一 1X|. 
19. 若 X, >X, 目 X,Y, 则 X=Y,a.e. 


20， 若 测度 空间 (X, ,xy) 上 的 可 测 函 数列 X, 一 XX, 则 XX 
是 a.e. 可 测 的 , 当 测 度 空间 完备 时 , 则 X 还 是 可 测 的 。 
21. 设 f,g 的 积分 存在 , 且 对 一 切 4E 罗 ,都 有 
J eo 


试 证 /<g a.e.. 
22. 补足 定理 3. 17,3. 18 的 证 明 。 
23， 试 证 定理 3. 20 中 的 f(z) 在 z 处 连续 当 且 仅 当 了 (x)= 
了 (x). 并 将 这 与 定理 3. 3 比较 。 
24. 设 A(C7]) 存 在 , 则 对 任意 的 AE 多 ,x(A)==0, 则 
| reoar 一 0 


25. 设 / 了 为 可 测 函 数 , 试 证 : 
(1) 了 可 积 全 1f | 可 积 , 且 此 时 f(z)a.e. 有 限 。 
《2) 若 8 可 积 , 且 |f1<g,a.e. , 则 了 可 积 。 
26. 设 (Q, 多 ,p) 为 有 限 测度 空间 ,X,(w) ,1ER 为 一 族 可 测 函 
数 ,对 一 切 ! 关 to,to 一 6<t<<to 十 6,60 
XC—X 
i—to 


名 


<Y, 


a 


车 了 可 积 , 且 dX,/di 在 t=t, 处 a.e. 存在 , 试 证 : 


| 


第 四 章 ”各 种 形式 的 黎 曼 积 
分 与 一 致 收敛 性 


在 高 等 数学 中 大 家 已 经 学 过 二 重 ,三 重 积分 ,第 一 类 曲线 、 曲 
面积 分 ,这 里 我 们 给 出 这 些 积分 的 统一 的 叙述 ,这 样 可 进一步 理解 
积分 的 本 质 , 并 且 与 第 三 章 的 一 般 积 分 联系 起 来 。 

我 们 先 来 重 述 黎 曼 积分 的 定义 : 设 f(z) 是 定义 在 区 间 [a,5] 
上 的 函数 ,或 者 说 它 是 定义 在 线段 [a,5] 上 的 函数 。 在 [a,b] 上 插 
人 对 个 点 ,或 者 说 将 线段 [a,5] 分 为 个子 线段 得 到 : 

4 一 To<z<…<xz 一/ 
在 每 个 子 线段 [zi-1,zi] 上 任 取 点 名 , 作 积分 和 


> f (€)Az; 


这 里 An = 一-， 就 是 子 线段 的 长 度 。 如 果 这 个 和 式 不 论 分 上 
怎样 选取 , 也 不 论 6 如 何 选择 ,只 要 maxAz 趋 于 零 时 , 和 式 


fC$) Ax; 趋 于 同一 个 极限 , 则 称 f(z) 在 [a,5] 上 黎 曼 可 积 , 积 


分 就 等 于 im ,De Az; 的 极限 值 .从 上 述 我 们 看 到 ,积分 就 


是 被 各 本数 的 值 科 以 了 区 间 的 长 度 之 和 的 极限 。 直 线段 是 一 种 几 
何 形体 ,我 们 容易 将 它 推广 到 其 它 几何 形体 的 情形 。 
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$ 4.1 各 类 黎 曼 积分 的 统一 定义 


设 9 为 任意 的 几何 形体 它 或 者 是 直线 段 , 或 者 是 曲线 段 , 或 

者 是 一 块 平面 图 形 , 或 者 是 一 块 曲面 .一 块 空间 区 域 ,我 们 假定 0 
是 可 以 度量 的 ,也 即 可 以 求 长 度 ,或 者 可 以 求 面积 体积 的 .在 Q 
上 定义 了 一 个 函数 f(M),M € Q. 将 这 个 几何 形体 分 割 为 若干 个 
仍然 可 以 求 度量 的 小 块 AQ,An:,…,A9, ,我 们 把 它们 的 度量 仍 
记 为 AQ,AQ,…,AQ,, 令 

d= max A 
在 每 块 AQ; 上 任 取 一 点 M; 作 积 分 和 式 (也 称 黎 曼 和 ) 

by f (MD)AD, 


如 果 这 个 和 式 不 论 Q 怎样 分 割 ,也 不 论 Mi 在 AQ 上 如 何 选取 ,只 
要 d 趋 于 零 都 有 相同 的 极限 1, 则 称 这 个 极限 为 f(M) 在 9 上 的 黎 
曼 积分 , 记 为 
J fan A tim SFM) a0, 
(如果 0 是 坐标 平面 上 的 一 块 可 求 面积 的 区 域 (0) ,那么 在 
(o) 上 的 积分 就 是 二 重 积分 ,特别 记 为 
Tree, wardy 


(2) 如 果 9 是 一 块 可 以 求 体积 的 空间 区 域 (V), 那 么 在 (V) 上 
的 积分 就 是 三 重 积分 ,特别 记 为 


各 (zyyz)dzdydz 


《7) 


(3) 如 果 2 是 空间 上 可 求 长 的 曲线 段 (2D) ,那么 在 (Ly 上 的 积 
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分 就 是 第 一 类 曲线 积分 ,特别 记 为 
人 f(r,y,z2)dS 


(4) 如 果 9 是 一 个 可 求 面积 的 曲面 片 CS) ,那么 在 (S) 上 的 积 
分 就 是 第 一 类 曲面 积分 ,特别 记 为 
resyaas 


(5) 


特别 当 取 /CM) 三 1 时 ， 
| roada = 六 Ao, = 9 的 度量 


我 们 可 以 如 8$ 3.1 引 入 达 布 上 和 、 达 布下 和 ,首先 看 出 黎 曼 可 
积 的 函数 必须 有 界 。 设 1(M) 为 定义 在 几何 形体 Q 上 的 有 界 函 
数 , 记 
M = Sep, 10), m= inf, FM) 


称 


为 达 布 上 和 , 称 
5 一 六 mAN, 


为 达 布 下 和 。 与 定 积分 的 情形 类 似 ,我 们 有: 

(1) 一 切 黎 曼 和 都 介 于 达 布 上 和 与 达 布 下 和 之 间 。 

(2) 如 果 在 一 种 分 割 中 增添 新 的 分 割 构成 更 细 的 分 割 , 则 达 布 
上 和 不 增 , 达 布下 和 不 减 。 

(3) m…(Q 的 度量 ji;sS<M. (0 的 度量 )。 这 里 MM,m 分 
别 为 函数 /(M) 在 Q 上 的 上 、 下 确 界 。 

因此 , 达 布 上 、 下 和 对 于 分 割 而 言 分 别 存在 上 、 下 确 界 , 即 有 

limS = Ls lims 一 / 


从 而 在 几何 形体 0 上 定义 的 有 界 范 数 f(M) 黎 曼 可 积 的 充 要 条 
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件 是 : 
L=/ 
如 记 = Mi; 一 m; 则 fCM) 在 9 上 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 也 可 写 
成 : 
lim > waAn; = 一 0 
d—0 iel 


在 几何 形体 Q 上 的 积分 具有 下 面 的 性 质 : 
(1) 线 性 性 : 设 7CM) ,gs(CM) 均 为 黎 曼 可 积 函 数 ,a,2 为 常数 ， 
则 


| orao + e000 = a | roodo+ 吉 sold 
(2) 设 F(M) 在 人 f 上 可 积 ,0=Q.UQ2,Q.N0,= 名 , 且 二 者 皆 
可 度量 , 则 
raouao= | raoda+ | ruodn 
a mi a 
(3) 保 序 性 : 设 g(M) < Af(M), 二 者 在 人 上 党 可 积 , 则 
[eandn < | fonan 
n n 
(4) 设 ACM) 在 Qf 上 可 积 , 则 1fCM)| 也 在 Q 上 可 积 , 且 
fenan|< irantan 


但 反之 不 然 , 见 习题 4. 
(5) 第 一 中 值 定理 :车 /(M) 在 上 可 积 , 则 存在 常数 c 使 得 


| rooda 一 < . (0 的 度量 ) 
如 果 fCM) 在 Q 上 连续 , 则 至 少 存在 M* EQ, 使 得 
raodn = f(M*). (0 的 度量 ) 


事实 上 ,几何 形体 Q 可 以 看 成 为 8 3. 2 中 的 集合 X, 度量 就 是 
定义 在 0 的 一 切 可 度量 子 集 上 的 测度 ,因此 这 里 的 黎 曼 积分 实质 
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上 是 一 般 积分 理论 的 特例 .详细 的 论述 必须 牵涉 更 复杂 的 内 容 , 这 
里 就 不 展开 了 。 至 于 第 二 类 曲线 积分 .曲面 积分 在 高 等 数学 中 已 有 
详细 的 介绍 ,如 果 能 进一步 学 习 流 形 上 的 微 积分 ,就 可 将 它们 统一 
起 来 .在 那里 一 个 斯 托 克 司 (Stokes) 公 式 就 将 牛顿 一 菜 布 尼 茨 公 
式 ,格林 公式 ,高 斯 一 奥 斯 托 洛 夫 斯 基 公式 统一 起 来 ,这 种 统一 性 
就 是 对 积分 本 质 的 更 深入 的 揭露 。 


$ 4. 2 一致 收敛 性 


一 致 收敛 性 是 数学 分 析 中 比较 深刻 ,而 且 很 有 用 的 概念 。 

现在 考虑 一 个 函数 序列 {S.(z)|z = 1,2,…}, 序 列 的 每 项 都 
是 定义 在 某 区 间 了 上 的 函数 ,那么 当 z 固 定时 ,{s(z)} 就 是 一 个 普 
通 的 数列 如果 对 于 每 个 z 它 都 是 一 个 Cauchy 列 , 则 存在 极限 
S(z), 因为 这 个 极限 是 对 每 个 z 而 言 的 ,所 以 按 极限 的 < 一 3 语言 ， 
这 就 是 :对 于 任 给 的 。 > 0, 存 在 正 整数 N = NGCz,e) ,使 得 当 n > 
和 N 时 ， 

JS.(z) 一 SCz)| <e 

当然 ,这 里 的 NN = NW(z,e) 不 但 与 有关, 我们 更 要 强调 的 是 ,这 里 
的 N 还 依赖 于 +, 亦 即 对 于 不 同 的 z, 一 般 地 NC(z,e) 并 不 相同 。 

例 4 一 1 设 S.Cz) = mm ，0 芝 xz 扩 1. 

首先 容易 看 出 当 z = 1 时 ,极限 函数 SCz) = 1, 而 当 0 入 z<< 
1 时 极限 函数 为 0. 对 于 0 委 z<<1, 对 任 给 的 e> 0, 为 使 1S,(z) 一 
0| 三 x 之 6, 必 须 n 二 loge/logz, 因 此 可 取 N(x) = [logeylogz] 十 
1.z 愈 接近 1, 则 N(xz) 就 愈 大 ( 见 图 4 一 1)。 而 且 我 们 看 到 每 个 
5S.(z) 为 连续 函数 ,但 极限 函数 SCz) 却 在 z = 1 处 不 连续 ,这 个 事 
实 引 起 了 人 们 的 兴趣 。 


93 


$ 4.2.1 一 致 收 鱼 性 的 定义 


定义 4.1 设 {5,(z)|n = 1,2,…} 为 一 个 定义 在 区 间 ( 有 限 
或 无 穷 )I 上 的 函数 序列 ,如 果 存 在 定义 在 工 上 的 函数 S(z)， 使 得 
对 任意 的 之 0, 存 在 自然 数 N = N(e)( 不 依赖 于 z), 当 之 N 时 ， 
成 立 
IS.(z) 一 SCz)| <e 
则 称 序列 {5,(zx)} 一 致 收敛 到 极限 函数 S(z)， 


例 4 一 2 设 
5,7) = TR TE (一 covoo) 
显然 极限 函数 S(z) 一 0, 因 为 
[S.Cz) — Sr)| = 一 | 也 | | 


1 十 mrz 201 十 mn2xz2 ~2n 
因此 ,只 要 取 N(e) = [1/26], 则 当 ”>> N(e) 时 ， 

|S。(z) — S(x)| <e 
这 个 函数 的 图 形 为 图 4 一 2, 由 图 可 知 , 只 要 N 相当 大 ,从 第 NN 项 之 
后 ,每 一 条 曲线 y= 5,(z) 都 位 于 y= S(z) 十 es 和 ?一 SGz) 一 6 
之 间 。 
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由 一 致 收敛 的 定义 直接 可 得 
定理 4. 1 ”函数 列 {S,(z)} 在 1 上 一 致 收敛 到 5Cz) 当 且 仅 当 


limA, 一 0 
其 中 A, A suplS,(z) | So). 
证 明 留 给 读者 。 
例 4 一 3 
5.(z) 二 了 十 TE [0,1] 
显然 SCz) = 0, 而 


A,.= sup |S.(z)| = | )|= 去 
x€[0,1] 


不 收敛 到 0, 故 序列 {S.(z)} 不 一 致 收敛 到 SCz) = 0. 
例 4 一 4 对 于 例 4 一 1 的 函数 列 , 因为 
_ Jz， 当 0<z<1, 
1S,(z) — SCz)| = 全 ee 
故 A, 会 sup 15.(z) 一 S(z) | 三 1, 因此 {zx*} 在 [0,1] 上 不 一 致 收 
敛 ,而 且 在 开 区 间 (0,1) 上 也 不 一 致 收敛 。 但 是 ,如 取 *“ 为 小 于 1 的 
任何 正 数 ,因为 
A,= sup |S.(z) — S(z)| = sup r=0—0(3n— o0) 
zEf[o,c] 0O<r<c 
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因而 ,序列 {zx") 在 [0,c] 上 一 致 收敛 ,这 是 不 难 理解 的 , 因为 定义 
在 [0,1j] 上 的 函数 {zx") 一 致 收敛 性 的 破坏 发 生 在 1 的 左 邻 域 ,因此 
当 用 c 隔 开 之 后 ,在 [0,c] 上 序列 便 一 致 收敛 .由 此 可 见 ,一 致 收敛 
性 与 函数 列 的 定义 域 密切 相关 。 如 果 函 数列 {4,(z)} 在 某 一 区 间 了 
上 一 致 收敛 ,当然 在 1 的 子 区 间 上 一 致 收敛 ,但 在 包含 7 较 大 的 区 
间 上 就 未 必 一 致 收敛 ,如 上 面 的 例子 {x"} 在 [0,c] 上 一 致 收敛 但 
在 [0,1) 上 并 不 一 致 收敛 。 日 

设 函 数 序列 {S.(z)} 在 (ob) 的 任意 闭 子 区 间 上 一 致 收敛 , 则 
称 它 在 (a,b) 上 内 闭 一 致 收敛 ,显然 如 果 S,(z) 在 (a,b) 上 一 致 收 
敛 则 必 内 闭 一 致 收敛 ,反之 则 不 然 , 但 是 ,由 (a,b) 上 的 内 闭 一 致 
收敛 ,可 推出 它 必 在 (a,6) 上 处 处 收敛 .事实 上 ,对 任 给 的 一 点 ro 
E (a,b), 存 在 一 个 (a,b) 的 闭 子 区 间 [c,d] 包含 zo, 因 为 序列 在 
[c,d] 上 一 致 收敛, 故 必 在 zx 上 收敛 。 

类 似 数 列 收敛 的 Cauchy 原理 ,我 们 有 关于 一 致 收敛 的 
Cauchy 原理 : 

定理 4. 2 函数 列 {S,(z)} 在 T 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 :对 
任 给 的 e>0, 存 在 自然 数 N=N(e), 使 得 当 n>>N 时 ,对 任意 的 自 
然 数 户 及 任意 的 zxET 有 

1S+o(z) 一 SCz)| <e (4 一 1) 

证 明 ”必要 性 : 设 S.(z) 一 致 收敛 到 .SCz) , 则 对 任意 的 e 之 0， 

存在 N==N(e), 使 得 当 n>N 时 ,对 一 切 zxE7, 成 立 


1S,(z) 一 SCz)| < 到 
因此 ,对 一 切 p=1,2,…， 
1S,+o(z) 一 SCz)| = 于 


从 而 得 到 (4 一 1) 式 。 
充分 性 : 设 对 任意 的 s>0, 存 在 NN 二 NN(e) ,使 得 (4 一 1) 式 成 
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立 。 于 是 由 Cauchy 原理 ,对 每 个 固定 的 zE7, 数 列 S*(z) 存 在 极限 
S(z) ,在 (4 一 1) 式 中 国定 4 令 p 一 吕 , 则 得 当 n>>N 时 ,对 一 切 zE 
了 都 有 
15.(z) — S(z)| <e 
这 表明 {S,(z)}) 一 致 收敛 到 SCz)。 口 
众所周知 ,级 数 的 收敛 性 就 是 级 数 部 分 和 序列 的 收敛 性 ,这 就 
自然 引出 级 数 一 致 收敛 性 的 问题 。 


定义 4. 2 设 有 定义 在 区 间 了 上 的 函数 项 级 数 > a.(z) , 记 
它 的 部 分 和 函数 列 为 
Se(z) = > alz) 


如 果 函 数列 S,(z) 一 致 收 敏 到 函数 S(z), 则 称 级 数 a,(z) 一 致 
收敛 到 SCz) ,并 称 SCz) 为 该 级 数 的 和 函数 , 写 
SGCz) = >) alz) 


n=l 


记 rm(z) A 了 wz) = SCz) 一 S,(z), 称 之 为 级 数 的 余 和 ， 
k=n 二 1 
由 定理 4.1 可 见 , 级 数 的 一 致 收 全 等 价 于 A, 一 suplr.(z)| 当 ，-> 
co 时 趋 于 0. 
例如 :a1(z)==z,a,《(z)= 二 x" 一 xz”!,n 之 2, 则 它 的 部 分 和 S,(x) 
三 x" 正 是 例 4 一 1 所 给 出 的 函数 列 。 
由 定理 4. 2, 我 们 得 到 级 数 一 致 收敛 的 Cauchy 原理 为 
定理 4. 3 级 数 3 a.(z) 一 致 收敛 当 且 仅 当 对 任 给 的 es 之 0， 
下 在 目 榴 禾 、 一 Ne)， 当 n>N 时 ， 对 一 切 zE7 以 及 任意 的 自然 
数 p=1,2,…, 有 
tp 
| 之 oz|<e (4—2) 
上 一 m 十 1 
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按照 定义 来 判别 级 数 的 一 致 收敛 性 常常 是 不 方便 的 ,这 就 引 
出 所 谓 一 致 收敛 判别 法 的 研究 。 

定理 4. 4 。 Weierstrass( 维 尔 斯 脱 拉 斯 ) 判 别 法 ” 若 对 充分 大 
的 4, 恒 有 实数 <, 使 得 对 任意 的 zE7T, 成 立 |a,(z)1<e,, 而 数 项 级 


数 习 收 委 , 则 总 cz) 在 7 上 一 致 收敛。 


证 明 由 的 收敛 性 ,对 任 给 的 二 0, 存 在 N == N(e), 当 
n 之 NN 时 ， 
je 十 cotz 十 … 十 col <e, p=1,2,. 
但 对 一 切 xET 有 
|arri(z) 十 ao+s(Cz) 二 二 antp lz) | 
an(z)| 十 … 十 aoCz)1 
委 cos+l 十 … 十 Ctp SE 
因此 由 Cauchy 一 致 收敛 原理 即 得 证 。 口 
从 上 面 的 证 明 看 出 ， 由 维尔 斯 脱 拉 斯 (今后 简称 为 维 氏 ) 判 别 


法 得 到 了 az)| 是 一 致 收敛 的 ,此 时 称 级 数 av(z) 为 绝 


对 收敛。 | 

例 4 一 5 设 27a, 绝对 收敛 , 则 asinz， 忆 acosi, 在 
(一 oo， 二 co) 上 绝对 收敛 且 一 致 收敛。 

证 明 事实 上 ， 

lesinz| < lo|， laeosz| < la,l 

由 维 氏 判别 法 即 得 。 

引 理 4. 5 阿 贝尔 求 和 法 ” 设 S 一 27 alt, 如 记 Se= > ai,4 二 

2,…,n, 则 有 


a—l 
$=5,%,— 2) SC 一世) 
i=]1 


98 
证 明 
$= > aa 


= S06 十 (S52 一 Sb + C53 — S23)bs + + (S。 一 Sb 
= Sb — bs) + S:( — 6,) 十 … 十 SrG 一 加) + 5b, 


机 一】 
= 5,6, — 2) Si(bin — b) 
i=] 


读者 注意 这 与 积分 论 中 分 部 积分 公式 十 分 相似 ,不 过 这 里 用 
求 和 代替 积分 ,用 差分 代替 微分 ,这 决 不 是 偶然 的 。 如 果 恰 当地 定 
义 一 个 函数 ,并 且 在 集合 {1,2,…,n} 上 定义 测度 就 可 以 把 阿 贝尔 
求 和 公式 变 为 分 部 积分 公式 。 

定理 4. 6 Abei( 阿 贝尔 ) 判 别 法 ”如 果 

(1) 级 数 2 as(z) 在 区 间 工 上 一 致 收敛 ; 


《2) 对 每 个 固定 的 xE1,b.《x) 随 nn 而 单调 , 且 b4x) 在 1 上 一 
致 有 界 , 即 存在 实数 工 使 对 一 切 的 xE 7, 一 切 的 自然 数 n, 有 
Ib.Cx) 1SL, 


则 沁 a.(z)6.(z) 在 7 上 一致 收 伍 。 


证 明 由 沁 a.(z) 的 一 致 收 全 性 ,对 任 给 的 6>0, 存 在 N 


N (ea) ,使 得 当 n 和 >N 时 ， 
larn(z) 十 … 十 asko(z)l <e 
由 阿 贝尔 求 和 法 ， 


| 党 an(T)b,(T) | 所 
十 1 


pl 
= |Sirp biolz) 一 六 Siz) (bnlz) — bx)) 
了 一 站 十 于 
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Se(lb+slT) 十 oz) 一 bz)1) < 3Le 
(n> N,p= 1,2,°) 
因此 由 Cauchy 一 致 收敛 原理 知 所 给 的 函数 项 级 数 一 致 收敛 。 口 ] 
利用 阿 贝尔 求 和 法 ,读者 还 可 证 明 下 面 的 判别 法 。 


定理 4. 7 “Dirichlet( 狄 利克 来 判别 法 ) 设 2 wz) 的 部 分 


和 本 
S,(z) A >》 at(z) 
在 区 间 了 上 一 致 有 界 , 对 每 个 zE7,b(z) 随 单调 , 且 一 致 收敛 到 
0, 则 洒 olz)b.(z) 在 I 上 一 致 收敛。 
例 4 一 6 车 a 收敛, 则 > ouz 在 [0,1] 上 一 致 收 信 。 
证 明 记名 Cz) 一 z, 随 ， 单调 , 且 对 xzE[0,1], 以 及 任意 的 
自然 数 w， |.Cz) 1<1. 由 阿 贝尔 判别 法 即 知 也 oz 一致 收 名 


例 4 一 7 设 {a.} 单 调 趋 于 零 , 则 3 ansinnz 在 [9,2r 一 6] 上 


一 致 收敛 ,这 里 6 是 小 于 的 任 一 正 数 。 
证 明 事实 上 , 当 zE [3,2x 一 6] 时 ， 


于 
| 3 sniz| 攻 cos BT 一 cos(n 十 37) 1 1 
7 2sin 了 sin 到 sin 了 3 
满足 狄 利克 来 判别 法 的 条 件 , 故 所 给 的 函数 项 级 数 在 [3,2x 一 6] 上 
一 致 收敛 。 口 


3 4.2.2 ”一致 收 敛 级 数 的 性 质 “ 
一 致 收敛 级 数 的 性 质 , 本质 上 是 一 个 极限 运算 交换 次 序 的 上 


三 
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题 .我 们 先 从 函数 列 开始 。 
定理 4. 8 设 在 “的 某 邻 域 (a 一 9,a 十 9) 内 (可 以 去 掉 点 “) 函 
数列 S,(z) 一 - 致 收敛 到 SCz), 又 对 每 个 ,极限 
limS.(z) = 4。 
存在 , 则 
limA,, 有 limS(z) 
都 存在 且 相 等 , 即 
lim limsS,(z) = lim limS.(z) (4 一 3) 
这 说 明 极限 号 lim 和 lim 可 以 交换 次 序 。 
证 明 由 一 致 收敛 的 Cauchy 原理 ,对 任意 的 二 0, 存 在 自然 
数 NN, 当 n>N 时 ,对 一 切 TE (a 一 6,a 二 6), 有 : 
So(z) — Sz)| <e, p= 1,2，… 
在 上 式 中 令 x 一 a, 得 到 
|4.1s— Al<e 
因 之 ,数列 {4,} 收 化 , 记 其 极限 为 4. 由 数列 极限 与 一 致 收敛 的 定 
义 , 对 任 给 的 e 盖 0, 存 在 一 个 公共 的 N, 使 得 
law 一 41<< 可 和 |Sw(z) 一 SCz)1 < 于 (0<<lz 一 中 <<D 


同时 成 立 。 固 定 此 N, 由 limSw(z) 三 hw, 存在 0 二 7 二, 使 0 过 |zx 
一 ql 过 7 时 
1Sw(z) 一 hv|<< 王 
因此 当 0< 1z 一 x|<7 时 ， 
1SCz) 一 41 

< |S(z) 一 Sw(Cz)| 测 : INx(Cz) 一 4v| 十 |j4v 一 41<e 
这 就 证 明了 limS(z) = 4. 

由 定理 4.8 可 直接 得 到 下 面 关于 连续 函数 列 的 一 致 收敛 的 极 
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限 函 数 仍然 连续 的 重要 结论 。 

定理 4. 9 设 函 数列 5,(z) 的 每 一 项 在 [a,5] 上 连续 , 且 S,(z) 
一 致 收敛 到 SCz), 则 极限 函数 5S(z) 在 [a,b] 上 仍然 连续 。 

注意 :一 致 收敛 性 只 是 保证 连续 函数 列 的 极限 函数 连续 的 充 
分 条 件 并 非 必要 。 例 如 S,(z) 一 1 起 二 不 一 致 收敛 到 极限 5(z) 三 
0, 而 后 者 显然 连续 。 但 是 从 例 4 一 1 看 出 ,这 个 条 件 对 于 保证 定理 的 
成 立 又 是 不 可 少 的 。 

定理 4. 10 设 {S,(z)} 在 [a, 习 上 一 致 收 伍 到 S(z),o<u<p 
人 <b, 而 S.(Xx) 在 [a,B8] 上 连续 , 则 

a B 3 
im SCz)dz = scod = 上 lim SoCnDdr (4—4) 

亦 即 极限 号 与 积分 号 可 以 交换 。 并 且 由 不 定 积分 定义 的 函数 列 
| “S.C0dr 一 致 收 全 到 | SCed 

证 明 ”由 一 致 收敛 性 ,对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 N=N(e), 使 当 
>N 时， 

IS,(z) — S(x)| < (a<r<b) 

由 于 S$,(z) 连 续 , 因 而 5(z) 连 续 , 故 它们 都 可 积 ,并 县 
If SCz)dz 一 seoaz|s 站 se — Sr)ldr <e(b—a) 
将 上 述 的 8 换 为 z, 则 得 不 定 积分 列 的 一 : 致 收敛 性 。 

仍然 要 指出 一 致 收敛 性 只 是 充分 条 件 并 非 必要 。 例 如 SCz) 


一 计 5, 它 的 极限 为 0, 收敛 不 一 致 ,但 


lim fe 


oj ol 十 nx? 

读者 可 从 例子 S.(z) 一 222zze -验证 一 致 收敛 的 条 件 对 于 保证 定 
理 的 成 立 是 不 可 少 的 。 

定理 4.11 车 在 [a,5j 上 {5S,(zx)} 的 每 一 项 都 有 连续 的 导数 ， 


1 
dz = tim [BlogC 十 wz 一 0 
oo 0 
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5S,(z) 收 伍 到 SCz), 又 导 函 数 序列 {S.(z)} 一 致 收敛 到 oz), 则 


S'(z) = o(z) 
亦 即 
dlims(z = lim OS.(z) (4—5) 
dT a dr 


且 此 时 5S,(z) 在 [a,6]j 上 也 是 一 致 收敛 的 。 
证 明 ”由 于 5 (xz) 一 致 收 全 到 olz), 故 后 者 连续 。 取 a>>a, 由 
定理 4. 9， 


| scar= lim[ St)dt 
= lim{S,(z) 一 So) 


一 SCz) — s(a) 
故 S'(z)=o(x), 又 有 


5,7) = Sa + | ssat 
由 定理 4. 9 可 知 S,(z) 一 致 收敛 到 SCz). 口 
同样 ,读者 可 从 例子 5,(zx) = TT ,TE [0,1], 验 证 条 件 是 
不 可 少 的 ,而 从 例子 S.(z) 一 亏 log(1 二 oz2,zE [0,1], 可 知 条 件 
并 非 必要 。 
把 上 述 的 S.(Cz) 看 成 是 某 函 数 项 级 数 的 前 ”项 部 分 和 , 则 由 


定理 4. 8 一 4. 11 不 难得 到 关于 函数 项 级 数 的 相应 定理 。 
定理 4. 8 。 车 在 a 的 某 一 邻 域 (a 一 6,a 十 6) 内 (可 以 去 掉 w， 


级 数 2 a.(z) 一 致 收 敏 到 SCz) , 且 对 每 个 "存在 极限 lim a,(z) = 
a, 则 六 a 收 全 ,limSCz) 存在 , 且 二 者 相等 . 妈 


lim dtr) = im an( 工 ) 
| Ere 
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定理 4.9 车 在 [a,6] 上 级 数 Ya(z) 的 每 一 项 都 连续 , 且 


级 数 汪 a.(z) 一 致 收 伊 到 SCz), 则 和 函数 SCz) 也 在 [4,8] 上 连 
续 ， _ 
定理 4. 10 ” 逐 项 积分 定理 设 在 [a,6] 上 级 数 > as(z) 一 
致 收 合 到 5S(z), 又 a 之 。<<8 过 5, 且 每 一 a.(z) 在 [e,B] 上 连续 ， 
则 
[3 as(Zz)dz = seoaz 一 半 | ceodz 


n=l 


又 在 [e,P] 上 ,函数 顶级 数 立 | we)de 一 致 收敛 到 | SCod: 
定理 4. 11 逐 项 微分 定理 着 在 [a,b] 上 , oz) 收 策 到 


S(z), 它 的 每 一 项 都 有 连续 导数 尽 (z) ,而且 》' w(z) 一 致 收敛 到 
n=l 
o(z), 则 S'(z) = a(z), 亦 即 
d 玄 dd 
王立 as(z) = 2 a 7) 


且 Z au(z) 一 致 收敛 到 S(z)， 


注 ”归根结底 ,积分 与 求 导 都 是 极限 运算 , 因此 8$ 4. 2. 2 中 定 
理 的 实质 就 是 两 种 极限 的 交换 次 序 。 
我 们 称 具有 形式 


>» oT — 20)" 


n=0 


的 级 数 为 短 级 数 . 令 
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当 0= mV la.| < co， 


"le Va =0, 
0， mV lo1 = ~. 

高 等 数学 中 已 经 给 出 

定理 4. 12 柯 西 一 阿达 玛 定理 震级 数 

Dalz — zo)" 

在 |z 一 zo <R 内 绝对 收敛 ,在 |z 一 zm|>R 内 发 散 。 

这 里 的 R 就 称 为 是 震级 数 的 收敛 半径 ,并 称 (zs 一 R,zo 十 R) 
为 赛 级 数 的 收敛 域 。 

定理 4. 13 ” 阿 贝 尔 第 一 定理 ” 若 寡 级 数 > ) oa,(z 一 zo)" 在 点 


Z 一 处 收敛 ,那么 它 必 在 1z 一 z| 雪 1 一 zol 内 绝对 收敛 ,如果 守 
级 数 在 * 一 “处 发 散 , 则 它 必 在 |z 一 zo|> 1 一 zo| 发 散 。 
事实 上 , 在 前 一 情形 , | 上 一 z| 委 R, 而 在 后 一 情形 , | 一 zo| 之 
R. 在 区 间 (zo 一 R,zo 十 R) 的 端点 , 寡 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 。 
例 4 一 8 
> 
由 于 limXVn 一 1, 故 R=1. 于 是 级 数 在 |z| 达 1 内 收敛 ,而 在 |z1>>1 
内 发 散 . 在 收敛 区 间 的 一 个 端点 +=1 级 数 发 散 .而 在 另 一 端点 z 
一 一 1 级 数 收敛 。 口 


定理 4. 14 阿 贝尔 第 二 定理 ” 若 守 级 数 光 tz 一 zo) 的 收 人 


半径 为 R， 则 此 级 数 在 (zo 一 R,zo 十 R) 内 的 任 一 个 闭 区 间 [a,6] 上 
一 致 收敛 , 亦 即 在 收敛 域 (zo 一 R,zo 十 R) 内 闲 一 致 收敛 ; 若 级 数 在 
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Z 一 zo 十 及 收敛 , 则 它 必 在 [a,zo 十 及 ] 内 一 致 收敛 ; 若 级 数 在 z 一 z 
一 R 收敛 , 则 它 必 在 [z。 一 尺 , 刀 内 一 致 收敛 。 
证 明 不 妨 设 zo 一 Ra<b<zo 二 R, 记 人 =max{|zx, 一 al|, |zo 
一 561} , 则 对 于 任意 的 x€E [a,6], 恒 有 
[az — xo)"| < al§ — zo)"| 


而 六 oke 一 zo)" 绝对 收敛 , 由 维 氏 判别 法 可 见 级 数 内 闭 -一致 收 
化。 
车 级 数 2 oR 收敛 , 则 因为 


Da — zy = > R". 和 Ce Ph 
由 于 lz 一 so /R*| 人 1, 一 致 有 界 ， po 单调 ,因此 按 


阿 贝尔 判别 法 ， De (Zz 一 zo)" 在 [zoyzo 十 R] 内 ,因而 在 [a,xo 十 
RJ] 内 一 致 收敛 。 在 另 一 端点 的 情形 是 类 似 的 ， 口 
将 定理 4. 8' 一 4. 11' 应 用 于 朝 级 数 , 则 得 下 面 的 结论 。 
定理 4. 15 ”等级 数 的 和 函数 S(z) 在 它 的 收敛 域 (zo 一 R,zo 十 
RR) 内 连续 ;特别 当 短 级 数 在 端点 ro 一 R 或 ze 十 及 收敛 时 ,SCz) 也 
在 zo 一 R 或 ro 十 R 连续 。 


定理 4. 16 设 秘 级 数 了 a.(z _ co)* 的 收 伍 半 径 为 及 , 它 的 和 
函数 为 SC(z),zE (zo 一 R,zo 十 R), 则 
上 SCz)dz = 2 as(Zz 一 zo)*dz = 2 i? Zo)"t! 


且 上 式 右 端 级 数 的 收敛 半径 仍 为 R. 
证 明 由 于 考级 数 在 收敛 域内 闭 一 致 收敛 ,因此 可 以 逐 项 求 
积分 而 得 ,因为 
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= lm 


面 |[ 才 | 


故 求 积分 后 得 到 的 其 级 数 的 收敛 半径 仍 为 R. 

定理 4.17 >. (xz — Zz0)" 和 Dm (x 一 Zo)"”! 有 相同 的 收 
敛 半 径 ， 且 若 前 者 的 和 函数 为 SCz)， 则 

S$'(z) SF naz zm! 一 让 {Dalz — xo)"} 
nm 了 n=} 

证 明 由 读者 补足 。 

由 此 可 知 ,由 竹 级 数 表示 的 函数 SCz) 在 短 级 数 的 收敛 域内 可 
以 无 穷 次 求 导 ,而 且 每 次 求 导 得 到 的 仍 是 震级 数 ,它们 有 相同 的 收 
敛 域 ,在 收敛 域内 求 导 或 求 积分 都 可 逐 项 进行 ,这 是 一 般 函 数 项 级 


数 所 不 具备 的 良好 性 质 。 
例 4 一 9 由 于 在 (一 1,1) 内 


1 一 z+ 十 x 一 蕊 十 … 二 
在 [0,z] 上 求 积分 得 
zx? rx’ rt 
2 


由 于 左边 的 级 数 在 z= 1 收敛 ,因此 和 函数 S(z) 在 zx= 1 连续, 于 是 
得 


5(1)=1 Z 发 3 ‘= lim S(z) lim jn(] + x) = ln2 


Te 1 
口 


1 
Ee 
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3$4.3 广义 积分 


广义 积分 分 两 种 ,一 种 是 积分 限 为 无 穷 的 情形 ,一 种 是 无 界 函 
数 的 积分 ,我 们 分 别 叙述 它 。 


$4.3.1 无 穷 限 的 广义 积分 
设 /cz) 在 区 间 [avco) 上 有 定义 ,而 且 对 于 每 个 有 限 的 A > 
4 adz 有 定义 ,也 就 是 对 于 每 个 实数 4， 
«(4) a | An)dz 
在 [a, 十 co) 上 有 定义 ,如 果 当 4co 时 ,极限 


lim «(A) 46) 
存在 ,就 称 函 数 F(z) 在 [a, 十 cp) 上 函数 可 积 , 并 写 
三 rar= | Fadz (4—7) 


这 时 我 们 说 f(z) 在 [a, 十 oo) 上 的 广义 积分 存在 或 收敛 .上 述 左 边 
的 


[ feydz (4—8) 

泛称 为 广义 积分 ,如 果 极限 (4 一 6) 不 存在 ,自然 就 称 广义 积分 (4 一 
8) 发 散 。 读 者 不 难 类 似 地 定义 形 如 

“ 矿 f(z)dr (4 一 9) 


的 广义 积分 ,如 果 对 于 4=6bAc,(4 一 8), (4 一 9) 的 广义 积分 都 存 
在 , 则 称 广义 积分 


[se 


108 


存在 。 
例 4 一 10 ”证明 所 谓 的 积分 


[Baz (>0) 
当 p>>1 时 收敛 , 当 p 委 1 时 发 散 。 


证 明 当 p=1 时 ， 
[WE 1dz = lim [i 一 dz 一 im (ln4 一 na) 一 十 co 
故 广义 积分 发 散 。 
当 z 关 1 时 ,由 于 
用 Bdr = TA + — ai-?) 
从 而 
+ 1-p 1-p to5 :pel 
| dr = ,lim T= - 忆 >1 
+m P=1' >1. 
故 志 积分 在 p 之 1 时 收敛 ,在 p<1 时 发 散 。 ® 


例 4 一 11 coszdz 是 发 散 的 积分 。 
因为 人 coszdz 二 sinA, 当 A 一 oo 时 ,sin4 的 极限 不 存在 , 故 
| coszdz 发 散 。 口 


由 广义 积分 的 定义 不 难 验 证 它 具 有 下 面 的 简单 性 质 : 如 果 下 
面 的 积分 都 收敛 , 则 


wear = [reaz + 三 reodzc>a 


且 六 roaz=| rodz+ 六 menodz 


其 中 a,c 为 任意 的 实数 。 
〈2) 线 性 性 
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[eat + bg(z)dr=a | fz)drt+b | ga 
(3) 车 函数 4(z) ,wv(z) 在 [a,c0) 上 连续 可 导 ,而 且 六 院 辣 
] vdu 以 及 ww|” 中 至 少 有 两 个 存在 , 则 


jE udv = | 一 [waw 


(4) 若 函数 + 二 z(t) 在 区 间 (a,B8) 上 单调 ,有 连续 导数 , 且 x(a)==a， 
z(D) 一 co, 则 有 下 面 的 变量 替换 公式 : 


| f(z)dz = fx) (Ddt 
这 里 (8) 二 00, 理 解 成 lim Zi) 一 co ,而 且 w,8 可 以 取 为 士 co， 
要 注意 的 是 :不 论 a<8 或 a 和 >B, 都 要 求 积 分 下 限 a 应 对 应 积 
分 下 限 a, 积 分 上 限 8 应 对 应 积分 上 限 o2. 由 这 个 性 质 可 见 ,广义 
积分 有 可 能 化 为 常 义 的 积分 。 
例 4 一 12 计算 积分 


“1 
7 一 T+z dz 
解 令 z=1/, 则 了 化 为 积分 


2 
| I Fm 
所 以 ， 


1=1 | 1 
2.4, 1 2 
再 令 z 一 1/+==w;, 则 


1= 了 于 de L arctan 一 二 六 
2 J-- 守 十 2 2、/Z 21-~ 2/ 了 
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$4. 3.2 无 界 函 数 的 广义 积分 ( 甫 积分 ) 
设 函 数 f(z) 在 (a,5] 上 有 定义 ,在 x=a 的 邻 域内 无 界 ( 称 a 
为 甫 点 ) ,但 对 于 任意 充分 小 的 正 数 7,f(z) 在 [a 十 7,6] 上 可 积 , 即 
#0) 一 上 fz)dz 
存在 。 如 果 lim $(7) 存 在 ， 则 称 此 极限 值 为 无 界 函 数 在 [4,5] 上 的 广 
义 积分 , 记 为 
fa = ij flz)dz 


此 时 称 广义 积分 | /Cz)dz 存在 或 收敛 ,否则 称 为 发 散 。 

自然 ,对 /(z) 在 z=6 的 邻 域 无 界 情形 ( 称 6 为 瑕 点 ) 类 似 地 
定义 广义 积分 .为 了 叙述 的 方便 ,今后 特别 称 无 界 函数 的 广义 积分 
为 了 积分 。 

设 /(z) 在 cE (a16) 的 邻 城内 无 界 , 则 我 们 可 分 别 定义 玻 积 分 


上 7adz,| /zydz. 而 当 它 们 都 收 全 时 , 则 称 它们 的 和 为 下 积分 


上 re?dz 的 值 ,如 果 两 者 有 一 个 发 散 , 则 称 下 积分 | Fez)dz 发 


散 。 
例 4 一 13 ”讨论 p 环 积 分 


en 
当 P 入 0 时 ,积分 是 常 义 的 。 
当 p 和 0 时 ,a 为 奇 点 。 
当 p 关 1 时 ， 


dz 1. ls 
| TT 0 


= 这 Tce— ai — pe] 


I 


-全 Tt, p<1, 
十 


4 了 
而 当 p=1 时 ， 
» dz 
| =h(z—o|, + 00,(7 > 0+) 
atrT 一 Q 


所 以 , 当 p<1 时 ,积分 收敛 ,而 当 p 之 1 时 ,积分 发 散 。 
对 于 无 界 函 数 的 瑕 积分 也 有 如 同 无 穷 限 广 义 积分 的 性 质 , 特 
别 对 于 变量 替换 只 要 将 那里 的 %o 换 成 5 即 可 。 


两 种 广义 积分 之 间 有 密切 的 联系 . 设 | f(z)dz 是 形 积 分 ,以 
a 为 甫 点 , 作 变 换 y = 1/(z 一 4) ,就 有 


和 
fla 十 二 ) 
oo 
| f(x)dr = dy 
« 一 


囊 
便 变 为 无 穷 限 的 广义 积分 。 
$4.3.3 广义 积分 的 收敛 性 与 收敛 性 判别 法 


下 面 无 穷 限 积分 以 | ”f(z)dz 为 例 , 对 于 无 界 函数 的 积分 以 


下 fdzka 为 惠 点 ) 为 例 .因为 广义 积分 的 收 伍 与 否 就 是 指 极 限 
lim x(4) 或 极限 Him 此 9 是 否 存在 ,因此 由 极限 存在 的 Cauchy 原 
理 可 得 

定理 4. 18 “无穷 限 的 广义 积分 | f(z)dz 存在 的 充 要 条 件 
是 :对 任意 的 e> 0, 存 在 如 > au, 当 由 > 4>> 4 时 ， 

I Acodz|< e 

而 无 界 函数 的 甫 积分 | f(z)dz 存在 的 充 要 条 件 是 ,对 任意 的 e> 
0, 存 在 9>>0, 当 0<7< 7 时 ， 
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I flr)dr | 
为 简化 书写 ,我 们 用 广义 积分 | f(z)dz 统一 表示 上 述 两 种 广 
义 积分 .显然 ,由 定理 4.18 可 见 ,||/Cz)1dz 收敛 则 ,| /cz)dz 也 


收敛 ， 此 时 称 广义 积分 | rcz)dz 为 绝对 收敛 。 由 此 容易 得 出 所 谓 
的 比较 判别 法 : 
定理 4. 19 ”如果 有 | 7(z)| < Y(z) ,而 广义 积分 |yz)dz 收 


和, 则 广义 积分 | 7(z)dz 绝对 收敛。 


更 加 实用 的 是 比较 判别 法 的 极限 形式 : 
定理 4. 20 ”如 果 lim 5 =l, (0<!l<%), 有 Jy)dz 


收敛, 那么 积分 | /cz)dz 绝对 收 全 ;如 果 lm 16) 一 4， (0 < 


< =)， 且 jy(z)dz 发 散 , 则 积分 | /cz)dz 发 散 .这 里 极限 lim 在 
无 穷 限 积分 的 情形 ,是 指 lim ,而 在 f(x) 当 z -> a 为 无 界 函 数 的 情 
， 形 是 指 lim。 


证 明 我们 只 对 无 穷 限 情形 给 出 证 明 ,如 果 lim |X 一 天 
0, 那 么 对 于 使 得 /一 e>0 的 ,存在 zo, 当 x 之 zo 时 ， 


0</l—-e< 3! <i+e, 


即 CU— 7) < < (十 eVCz) 

成 立 .因此 | wz)dz 与 | 1fCz)1dz 同时 收 全 或 发 散 。 
在 /=0,/=o 可 以 类 似 地 说 明 。 口 
由 定理 4. 19,4. 20 立 得 下 面 的 定理 ; 
定理 4. 21 柯 西 判别 法 或 称 判别 法 


113 


(1) 对 于 无 穷 限 的 广义 积分 , 设 对 任意 的 4>a,7Cz) 在 [a,4] 
上 可 积 ,极限 lim x?f(z) 二 /存在 ， 

@ 当 p>1 时 , 则 广义 积分 | f(z)dz 绝对 收敛 

@ 当 b 己 1,1 天 0 时 , 则 广义 积分 ”YAz)dz 发 散 。 

(2) 对 于 瑕 积分 , 设 a 为 A(z) 的 瑕 点 ,而 对 于 任意 的 7,f(z) 
在 [a 十 7,6] 上 可 积 , 设 极限 lim (x 一 a)?f(z)=l 存在 , 则 

@ 当 0<p<1, 则 | cc)dz 绝对 收 化; 


加 当 / > 1, 且 ! 天 0 时 , 则 | f(z)dz 发 散 ， 
证 明 ”我们 只 证 (1)。 由 条 件 
limzt|f(2)1| = 1 
因此 ,对 于 任意 的 >0, 存 在 正 数 4o, 当 z>4o 时 ， 
0<z?tlf(z)|<Ill|+eace, 
于 是 
0< If(D| < 7r>h 
当 p>1 时 ,p 积分 
[Saz 
收敛 ,因而 | f(z)dz 绝对 收敛 .又 因为 
厂 f(x)dz = | % fz)dz + 厂 jz)dz 


故 上 式 左边 的 广义 积分 收敛 ,“Q@D” 得 证 。 
往 证 “@”. 车 />0, 则 对 于 充分 小 的 e 和 >0, 存 在 正 数 4 >a, 当 
ZA 时 ， 


f(D >4 一 eea>0 即 /rz)> 兮 >0 (zx> A1) 
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当 p<1 时 ， BE 人 4z 发散 ,因而 广义 积分 | ”7Cz)dz 发 散 ,从 


而 | f(z)dz 发 散 。 


若 /< 0, 则 如 上 可 知 | 一 cz))dz 发 散 ,因此 | /cz)dz 发 


散 。 口 
例 4 一 14 判定 


sinz o 222 


， d 
TT ol1+Fzi™ 


的 收敛 性 。 
因为 当 x 一 co 时 ,第 一 个 被 积 函数 为 2 级 无 穷 小 ,而 第 二 个 为 
1/2 级 无 穷 小 ,因此 第 一 个 广义 积分 收敛 ,而 第 二 个 发 散 。 口 
例 4 一 15 证明 概率 积分 


三 :saz 
是 收敛 的 。 
证 明 由 洛 必 大 法 则 ， 可 


limz?e- = lim 和 嫩 一 0 


“ze¥ 


因此 | edz 收 敏 ， 同 理 可 证 | e-zzdz 收敛 ,从 而 概率 积分 


收 敏 。 全 
例 4 一 16 ”讨论 积分 
dn 
2 znz 
的 收敛 性 。 


证 明 因为 


0， o> 
和 mo 让 = | Cp 
0， 5 一 户 
所 以 , 当 c>>1 时 ,积分 收敛 , 当 c 委 1 时 发 散 。 
例 4 一 17 “广义 积分 
1 Inz 
ov 
收敛 。 
因为 
lim = lim ne 0 口 
ot 工 rot 工 - 二 


下 面 是 工程 数学 经 常 要 用 到 的 两 个 欧 拉 积 分 。 
例 4 一 18 证明 广义 积分 
ro = ze-dz (4 — 10) 

当 o>0 时 收敛 。 

把 这 个 积分 分 成 

Ta) 一 [ zle-*dz 十 人 mile-dzenh 二 D7 

对 于 了 不, 当 e 一 1 和 0 时 ,z 一 0 为 焉 点 . 当 z- 一 0 时 ,ze 一 等 价 于 
2 所 以 当 x 一 1 六 1, 即 >>0 时 到 收敛 ,而 当 e 魏 0 时 积分 发 散 ; 

对 于 I 由 p 判别 法 , 它 是 收敛 的 ,因此 TCa) 当 a>0 时 有 意义 。 


我 们 称 之 为 了 函数 。 口 
例 4 一 19 证 明 甫 积分 
B(p'q) = [| zt(1 一 zidz (4 一 11) 


在 0<p<1,0<g<1 时 收敛。 
证 明 在 0<p<1 时 ,0 是 瑕 点 ( 奇 点 ) ,在 0<g<1 时 ,1 是 瑕 点 。 
写 
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zi il 一 并 )91dz 
~1 1 
= 上 X11 一 Zidz 十 上 zl ~ zx) Tdzr 
2 
第 一 个 瑕 积分 ,由 于 当 z 一 07 时 ,zx”1(1 一 z)"" 等 价 于 zx”, 由 
判别 法 , 当 p 之 0 时 收敛 ,p<0 时 发 散 ; 

第 二 个 瑕 积分 ,由 于 当 ->1- 时 , 它 等 价 于 (1--z)r:, 所 以 当 
4>0 时 收敛 , 当 9<<0 时 发 散 。 

从 而 刺 积 分 ze-G 一 dz 在 0<p<1.0<g<1 时 
收 但 , 当 Pp 0,9 过 0 时 发 散 , 当 p 之 1,9 之 1 时 它 为 常 义 积分 ,我 
们 称 由 (4 一 11) 式 定义 的 函数 为 8 函数 , 它 在 p0,9 二 0 时 有 意 
义 。 


用 分 部 积分 法 请 读者 证 明 递 推 公式 : 
Tl(at+1)=ar(a),a>0 (4 — 12) 
当 « 是 自然 数 时 ,我 们 有 
T+1)= nT(n) = nn — DFG 2) = = nT() 


而 容易 算得 (1)==1, 所 以 T(x 十 1)=n1,T 函数 是 阶乘 的 推广 。 
容易 计算 
PO3)= Vr 
请 读者 验证 : 
1.8(p,q9)=B(g,p). 
2. 用 分 部 积分 法 证 明 递 推 公式 : 


Bl(p+1,9+1)= B(p+1,9),p>— 1,9>0. 


Re 
户 十 9 十 1 
(4 一 13) 


EL0 二 -Bip ooo Gd 二 
(p+ 1,9) 3 (p,9),p> 0,9>0. (4—14) 
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B(p,g9),p> 0,9> 0. 
(4 一 15) 


_ pga 
SptHlItD Tpitp tar 


下 面 证 明 重要 的 公式 : 
B(p,9) = TE (4 一 16) 
证 明 : 在 TCp),T(q) 的 积分 表示 中 分 别 令 z= 六 ,z= 二 2, 则 得 


rp re = 4 er yedy | erede 


二 J eve ylzmldydz 
将 它 化 为 极 坐标 > 一 Asinb,z=Acosb, 即 得 ， 
roprg) = 4 站 db 『 er-2 (peos0) ”1 (psing) -1pdp 
` 外 层 积分 中 令 zx 二 sin?0, 在 里 层 积分 中 令 + 二 户 , 则 得 
PT(p)T(g) = B(p,g) * Tl(p + 9g) 
式 得 证 。 图 | 
最 后 介绍 两 个 广义 积分 收敛 性 的 常用 的 判别 法 ,为 此 先 不 加 
证 明 地 介绍 第 二 中 值 定理 。 
定理 4. 22 ”第 二 中 值 定理 设 f(z) 在 [a,b] 上 可 积 ,而 g(x) 
在 [a,5b] 上 单调 ,那么 在 [a,b] 上 存在 4, 使 得 
f fever = sf /edz + gb) | ec)dr 
(4 — 17) 
特别 当 g(xz) 单 调 上 升 时 且 g(a) 之 0, 那 么 有 4 使 
[ fix)g(r)dr = gf fdr (4 — 18) 


定理 4. 23 阿 贝尔 判别 法 (1) 如 果 f(z) 在 La,oo] 上 可 积 ， 
8(z) 单 调 有 界 , 则 广义 积分 | ”7(z)s(z)dz 收敛 ; 
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(2) 设 a 为 (x) 的 正点 , 环 积 分 /Cx)dz 收敛 ,而 g(z) 单调 


有 界 , 则 瑕 积分 | PCz)g(z)dz 收 化 。 


证 明 我 们 只 证 (1)。 在 任何 的 L4,4' ] 上 应 用 第 二 中 值 定理 ， 
存在 使 得 E 


人 Amsgcmdz = gc fondz + ga) | Fadz 
因为 | f(z)dz 收敛 ,对 任意 的 e > 0, 存 在 A 之 a, 使 得 当 入 > 
A 之 4 时 ,有 

ire d A 4 
fr z|< e [ f(x) z|< e 
又 lgCz)1<L( 菜 个 常数 ), 所 以 当 4 二 A 之 A 时， 
I /weteydz| < 1gC4)1 | codz| 


十 1gC40)1 I Godz|< 2Le 


根据 柯 西 收 化 原理 知 广义 积分 ”f(z)g《z)dz 收敛， 
定理 4. 24 ” 狄 利 克 来 判别 法 
(如果 积分 PC4) = | f(z)dz 为 4 的 有 界 函数 : 


1PC4)1 = I fC)dz|< K,K 为 常数 ,a 二 4 < oo 
而 5(z) 单调 , 且 limgCz) 一 0, 则 广义 积分 | ”7Cz)g(z)dz 收 全 ; 
(2) 设 a 为 1(z) 的 刺 点 ,| /Cz)dz 为 7 的 有 界 函数 (<K)， 


&(z) 单调 且 当 z ~ 。 时 趋 于 零 , 则 瑕 积分 | 7Cz)5(z)dz 收 全 
证 明 我 们 只 证 (2). 因 为 lim g(z) 一 0, 对 任意 的 < 之 0, 存 在 
正 数 5, 使 得 当 a<z<a-H6 时 ,1g(z)1<e. 应 用 第 二 中 值 定 理 , 并 
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取 0<7<7 科 9, 则 得 : 
- . 
J fr)g lr)dz | <lglat+D| | 7codz| 
aty ty 


atT 
+ lgGa+ 7)i J Acodz|< 4Ke 


由 柯 西 原理 知 环 积 分 | f(z)gCz)dz 收敛。 口 

例 4 一 20 广义 积分 

ps 

收敛 ,而 不 绝对 收敛 。 

因为 | sinzdz 一 |cos4 一 cos1| 过 2, 而 1/z 单调 ,而 当 z 一 
co 时 趋 于 零 ,由 狄 利克 来 判别 法 即 知 
。 je 

女 , 但 是 ， 


公 : 


lsinz| 、 sin’z 1 |cosz| 
并 之 2 2z 


应 用 狄 利克 来 判别 法 知道 
人 COs2T 


1 2zr 


一 一 dz 
收敛 ,而 


上 妥 
1 2z 


和 
| lsinz| 全 
1 E43 


发 散 ,从 而 


发 散 类 似 的 讨论 得 到 
站 dc 入 罕 coszdz 


120 


当 0<4<1 时 收敛 ,但 非 绝 对 收敛 。 口 
例 4 一 21 积分 


[是 etanzdz， 0<a<1 


收敛 。 

因为 
收敛 ,又 aretanz 在 [1,co) 上 单调 有 界 , 由 阿 贝尔 判别 法 知道 所 论 
的 积分 收敛 。 

例 4 一 22 ”讨论 积分 


1Sin 1 
| dr, (0<r<2) 
的 收敛 性 
当 0<r<1 时 ， 
sin 二 之 ,| 
去 人 
积分 绝对 收敛 ,又 


| sn ldz|< 


sinl 一 sn}|< 2， 


1Sin 声 ly 1 1 
证 3 
| dz [ 并 sin 二 dz， 


当 r<2 时 ,zx*' 单 调 趋 于 零 (z 一 0)， 由 狄 利克 来 判别 法 知 瑕 积分 收 
敛 . 当 -=2 时 ， 


和 
,sin 二 dz 一 sin 却 一 :Snl， 


当 ~0 时 无 极限 ,所 以 积分 


A 0 
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发 散 。 


$ 4.4 含 参 变量 的 积分 


设 二 元 函数 f(z,y) 在 和 矩形 [a,b;c,dj]=={(x,y) la<zr<b,c< 
yd} 上 有 界 , 如 果 将 z 固定 , 则 f(x,y) 就 是 单 变 量 y 的 函数 , 若 
它 在 [c,d] 上 可 积 , 则 


To = | rndy (4 — 19) 


就 是 在 [a,8] 上 定义 的 函数 .我 们 称 (4 一 19) 式 的 积分 是 含 参 变量 
的 积分 ,其 中 xz 就 是 参 变量 ,如 上 面 遇 到 的 欧 拉 积分 


Ta = 厂 er-rz-idz(e 之 0) 
0 


I 
B(p1q) = 了 zl -aridzp>0g>0 


就 是 含 参 变量 的 积分 , 它们 在 概率 论 、 工 程 数 学 中 都 有 广泛 的 应 
用 .现在 研究 如 (4 一 19) 式 含 参 变量 积分 所 定义 的 函数 的 性 质 。 

定理 4. 25 ”连续 性 定理 ” 若 函 数 f(z,y) 在 矩形 [a,b;c,d] 上 
连续 , 则 函数 


d 
1(z) =| zyy)dy 


在 [a,5b] 上 连续 。 
证 明 只 要 zx,z 十 Ar 都 属于 [a, 纪 就 有 


Tz + az) 一 TCD = fc + az,y) — fx, 1dy 
因为 在 矩形 La,bic,d] 上 连续 的 函数 是 一 致 连续 的 ,因此 对 于 任意 
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的 e 之 0, 存 在 9 之 0, 只 要 矩形 中 的 两 个 点 (zi, 六 )，(zz,yz) ,满足 | 
ZX1 一 X21 过 6, |y1 一 y21<6, 就 有 
[f(z1s%) 一 zy)1< 王 e 
因此 当 |Az1<6,1f(z+Az,y) 一 f(z,y)1<e, 从 而 
|7Gz 十 Az) — 1(z)| 
< 『 [f(z+Ar,y) 一 zy)ldz 委 sd 一 6) 


所 以 (zx) 在 [a,b] 上 连续 。 
进一步 ,如 果 c(z),d(z) 均 是 [a,b] 上 的 连续 函数 , 且 当 a<z 
委 时 ,c 委 c(z) 入 dz) 乏 d, 则 


d(r) 
I(e(z) sd(z),7) = rdy 


作为 对 于 积分 上 、 下 限 及 x 的 连续 函数 1(c,d,z) 的 复合 函数 是 连 
续 的 。 回 

定理 4. 25 的 结论 也 可 写 为 

im 二 [lim fcr, ydz 

即 积分 号 与 极限 号 可 以 交换 ,那么 求 导 号 与 积分 号 能 否 交 换 呢 ? 

定理 4.26 ”可 微 性 定理 车 f(z,y),f.(z,y) 都 在 矩形 [a,6; 
c,d] 上 连续 , 则 

| f(r,y)dy = [ 万 (z,y)dy 一 过 (zy)dy 


证 明 设 z,z 二 Azr€E[a,6J 有 
1x 十 Ar) — I(x) [+ /fe 
Az Ar > 


利用 微分 中 值 定理 ,有 


I Arzr) 一 了 a 
十 和 一人 mm [ f(z + OAr,y)dy 


其 中 0<0<1, 令 Ar 一 0, 由 于 f(z,y) 在 [a,b;c,d] 上 连续 ,极限 号 


可 与 积分 号 交换 故 得 
me 十 Ag 一 PCz) _ 


Ar-0 


| 7xz + eary)dy 
= im fz + 9a,ydy = f kr, ydy 
亦 即 函 数 7(z) 在 [a,6] 上 可 微 , 且 
TCD = fdy 
这 就 是 在 所 给 的 条 件 下 , 求 导 号 与 积分 号 可 以 交换 。 口 
设 cl(z),d(z) 在 [a,b] 上 可 导 , 且 当 zE€[a,b] 时 ,cc(x)d 


(z)<qd, 则 由 复合 函数 求 导 的 法 则 可 得 莱 布 尼 效 公式 : 


d dz) d dr) 
二 吴 f(z,y)dy 一 传 万 (z,y)dy 十 FCz,dCz))d(z) 


— f(x,c(z))c (x) (4 — 20) 
定理 4. 27 可 积 性 定理 若 函 数 f(z,y) 在 矩形 [a,b;c,d] 上 


连续 , 则 
[fF zy)dy |uz 一 [Ff flzs ydz |dy 
证 明 记 

nw) = [Ef zy)dz]dy 

Lu) = 于 fry)dy ]dz 
对 于 变动 上 限 的 积分 | 

f dy 『 fordr a J (ydy 

因为 /(y) 是 连续 函数 , 故 

LW =700 = ziodz 
对 于 另 一 个 积分 
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b 
1,(u) = | F(z,wWdzr 


其 中 
F(z,u) = 『 (zy)dy 


由 定理 4. 26 得 
四 
LT(u) = | F(z udzr =| f(r,u)dzr 


于 是 了 (ww)==12(w). 所 以 
(Go) 一 了 Go) 十 C 
其 中 CC 为 常数 , 令 x 一 <, 则 得 厂 (c) = 1(c) = 0, 从 而 C == 0, 故 
Ti(u) = 1,(u),c Su<d 
再 令 4=d ,定理 得 证 。 
我 们 可 利用 含 参 变量 的 积分 计算 一 些 积分 。 
例 4 一 23 ”计算 积分 


了 下 ln(sin?t + zzcos2zt)dt, 工 之 0 


解 ” 取 正 数 a,b 使 < 委 z 和 ,被 积 函数 以 及 它 关 于 参 变量 x 
的 导数 在 [0,x/2;a,6] 上 连续 ,因此 有 


， _ [2zxcos't 
人 上 sin2t 十 0 


作 变 换 u==tanz, 得 
， Ry 2z 
7 =-] ri Fe 


设 x 关 1(z=1 时 ,T(z)=0), 有 
, 2z 和 1 
TD- a (a Z| 


| u 
arctanu| 一 一 arctan 一 
6 工 六 


中 


万 一 1 
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z+1 
求 不 定 积分 得 到 
T(z) 一 rln(1 十 z) 十 C, 工 天 0 
因为 I(x) 在 z=1 处 连续 ( 取 开 始 的 5 汪 1), 而 1(1)=0, 在 上 式 中 
令 xz 一 0, 则 得 C= 一 rln2, 从 而 


x 引入 
EE r in ， 
| In(sin?t + zx?cos?t)dt = | 2 
0 
0， 


工 天 1 


r=1 


例 4 一 24 计算 积分 
-| 完 兰 

了 一 区 dz，(0<a<<0) 
解 因为 


所 以 


rj eee 


由 于 函数 z 在 [0,1;a,6] 上 连续 ,由 可 积 性 定理 交换 积分 次 序 得 


到 

=f. = ,aja = 
1 十 2 
1 十 a 


0 


(0<a<ob) 


= [Td = nd +0| = 


注 为 了 含 参 变量 积分 | /(z,y)dy 的 存在 ,我 们 只 需要 求 


f(z,y) 可 积 ,此 时 我 们 可 以 将 | f(z,y)dy 看 成 是 Lebesgue 积分 ， 
于 是 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 3. 19( 稍 做 修改 ) ,关于 积分 与 极限 
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交换 次 序 的 条 件 就 可 简化 。 例 如 对 于 连续 性 , 设 f(z,y) 对 于 每 个 
国定 的 zxE [a,6],f(z,y) 关于 yy 可 积 ,而 在 zxo 处 连续 ,如 果 对 于 
任意 趋 于 zo 的 序列 z, 有 | yj(Cz,y)1 委 CC) ,其 中 Cly) 在 [c,d] 上 
可 积 , 则 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 


d d d 
im| fz, ydy = lim fez = fz)dy 


这 对 任意 的 趋 于 zo 的 序列 zx, 成 立 , 则 得 连续 性 定理 。 
容易 看 出 在 定理 4. 25 的 条 件 下 ,由 于 二 元 函数 F(z,y) 的 连续 
性 ,存在 常数 M ,使 得 对 一 切 z,y 恒 有 |7(z,y)| 入 M, 取 M 为 可 
积 的 控制 函数 ,由 控制 收敛 定理 便 可 证 得 连续 性 定理 。 
对 于 可 微 性 定理 ,只 要 注意 到 户 (z,y) 在 矩形 La,b;c,d] 的 连 
续 性 ,也 易 找到 常数 M 作为 可 积 的 控制 ,同样 由 控制 收敛 定理 证 
得 该 定理 。 


》4.5 含 参 变量 的 广义 积分 


3 4. 5.1 含 参 变量 的 积分 的 定义 与 判别 法 


设 广义 积分 fz,3)dz 对 于 每 个 z E [a, 杂 收 做 ,如 果 对 于 


任 给 的 e> 0, 存 在 4 = hs(e) (只 与 有关, 与 无 关 ) ,使 得 当 和 4 
>>4> 4 时 ,对 于 一 切 z€ [a,6] 有 


fr /tedy| 二 e 或 [i feway <e 
则 称 含 参 变量 的 广义 积分 
「 jz,y)dy 
在 xE [a,5] 上 一 致 收敛 ,我 们 看 出 上 述 定义 中 收敛 性 是 对 积分 而 
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言 的 ,而 一 致 性 是 对 参 变 量 而 言 的 。 我 们 还 可 将 上 述 定义 中 的 区 间 
[a,6] 换 为 [a,5),(a,5),(a,c0) 等 。 
类 似 的 定义 还 可 用 于 甫 积分. 设 对 于 每 个 zxE [a,0], 甫 积分 
re ou 


以 4 为 奇 点 而 收敛, 如 果 对 于 任意 的 e>0, 存 在 与 zxE [a,5] 无 关 
的 6, 当 0<7<7<6 时 , 恒 有 


| 放 fea < 或 
9 


则 称 改 积分 | f(z,y)dy 关 于 a € [a, 引 一 致 收敛 .可 见 ,收敛 性 是 
对 甫 积分 而 言 的 ,一 致 性 是 对 参 变量 "E [e, 纪 而 言 的 ,[a, 妇 也 可 
换 为 [a,6), (a,5),(a,co) 等 。 
下 面 首先 介绍 含 参 变量 广义 积分 一 致 收 剑 性 的 判别 法 。 
定理 4. 28 维尔 斯 脱 拉 斯 判别 法 设 存在 f(z,y) 的 可 积 控 
制 本 数 , 即 有 函数 (y) 使 得 |f (zy)1<F(y),a<z<b,e<y< 
oo, 且 


qd 
| Hz,y)dy| <e 
d—y 


[ rowdy 
收敛 , 则 | ”7z,y)dy 关于 =E [a, 杂 一 致 收 全 
证 明 从 不 等 式 
I repay < [fiz ldy< f Fdy 
可 立即 得 到 。 OD 
定理 4 29 网 贝尔 判别 法 “ 设 | f(z,y)dy 关 于 zx € [oa 


一 致 收敛 ,而 g(xz,y) 对 y 单调 且 关 于 xz 一致 有 界 , 即 存在 正 数 工 ， 
对 所 讨论 的 一 切 z,y 成 立 :1g(z,y)| 之 工 ,那么 广义 积 公 


他 Cr,y)g8(Czyy)dy 
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关于 zxE [a, 旭 一 致 收 仑 。 . 

定理 4. 30 儿 利 克 来 判别 法 “ 设 积分 | /(z,y)dy 对 于 4 之 
az € [a,b] 一 至 有 界 , 即 存在 正 数 , 使 对 上 述 的 4,z 恒 成 立 

fewayl< kK 
又 gCr,y) 关 于 y 单调, 上 且 当 yco 时 ,g(z,y) 关 于 [a,b] 上 的 z 一 
致 趋 于 零 , 即 对 任意 的 正 数 *, 有 4。, 使 当 y 宇 A 时 ,对 一 切 的 zE 
[a, 忆 成 立 
1g(Cr,y)| 委 se 

那么 广义 积分 | /Cz,y)g(z,y)dy 关于 = E [41 如 一致 收 人 

只 要 利用 第 二 中 值 定理 ,仿照 级 数 相应 判别 法 的 证 明 即 可 ,请 
读者 完成 .对 于 刺 积 分 也 有 完全 类 似 的 三 个 判别 法 ,读者 可 自行 写 
出 。 

例 4 一 25 ”证明 含 参 变量 积分 | esinz: dt 关于 z € (一 oo， 
co) 一 致 收敛 ， 

证 明 易 知 


a _ 2 
le-’sinzt| 委 e 


2 


故 由 维 氏 判别 法 得 知 , 所 论 的 积分 关于 xzE (一 co,co) 一 致 收敛 。 
口 


『 e-"dt = 大 


例 4 一 26 积分 
| szdz 
< 还 
关于 “E [0,co) 一 臻 收敛 。 
证 明 ”因为 积分 
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[ar 


收敛 ,不 含 参数 a, 所 以 关于 a 一 致 收敛 .而 e “关于 z 是 单调 函 
数 , 关 于 a 是 z 的 一 致 有 界 函 数 
0<e-”“<1, (ex 过 0,z 过 0) 
由 阿 贝尔 判别 法 知 所 论 的 积分 关于 “之 0 一 致 收敛 。 口 
下 面 转 人 含 参 变量 广义 积分 性 质 的 叙述 。 


3 4.5.2 含 参 变量 广义 积分 定义 的 函数 的 连续 性 、 
可 积 性 与 可 微 性 


下 面 仅 讨论 无 穷 限 的 含 参 变 量 的 广义 积分 
Tcz) = fpdy (4 一 21) 


所 定义 函数 的 性 质 ,对 于 含 参 变量 的 瑕 积分 定义 的 函数 性 质 是 类 
似 的 。 
定理 4. 31 ”连续 性 定理 ”如 果 函 数 f(z,y) 在 a<zx<&b,y 之 c 
上 连续 , 且 含 参 变量 广义 积分 (4 一 21) 在 a 三 xb 上 一 致 收敛 , 则 
I(z) 在 [a,5] 上 连续 。 
证 明 任 取 z,z 十 ArE [a,], 则 易 知 
[Iz 十 Ar) 一 TCz)| 


4 
<|| [f(z 十 Ar,y) 一 eR 


十 作 f(z+ Ady| 十 上 fz,ay| 


给 定 任意 的 < 和 >0, 对 于 后 两 个 积分 ,利用 广义 积分 的 一 致 收敛 性 ; 

对 于 第 一 个 积分 由 含 参 变量 积分 的 连续 性 ,存在 5 二 0, 当 |A4r | 过 

,以 及 充分 大 的 4, 可 使 上 式 小 于 6, 得 证 。 | 
由 此 可 知 ,在 定理 的 条 件 下 ,极限 号 与 积分 号 可 交换 : 


im” Flr, dy = [im flzsy)dy 
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定理 4. 32 可 积 性 定理 1 “ 设 f(z,y) 在 [a,b;c,co] 上 连续 ， 
让 fx,y)dy 
关于 <E [a, 四 一 致 收敛 ,那么 TCz) 二 | f(z,y)dy 在 [es 幻 上 的 
积分 可 以 在 积分 号 下 进行 : 
fazf fe,wdy = ay fossa 

我 们 利用 含 参 变 量 积 分 与 函数 项 级 数 的 联系 来 证 明定 理 。 设 
rz, pay 在 [ae, 扫 上 一 致 收敛 , 令 {4.) 为 单调 上 升 数列 ,4 = 
c,h, 一 o0. 置 


a, 
un(X) 一 | flr,y)dy 


那么 级 数 3 xu(z) 在 [a,5] 上 一 致 收敛 ,事实 上 ,对 给 定 的 6 之 0， 
存在 正 数 G， 当 4,4>G 时 ,对 一 切 zxE [a,6] 一 致 地 成 立 
i fay| < 


由 4, 一 co, 设 当 x>>N 时 ,4.>GC, 于 是 当 >>x>N, 对 一 切 zxE 
[a,58] 有 
Iu(rz) 二 二 wu,(7z)| <e 


这 表明 xu(z) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 。 
定理 的 证 明 ”由 上 述 级 数 zu(z) 在 [a,6] 上 一 致 收 化 , 且 
人 (zy)dy 一 如 (Cz) 


在 [a,b] 上 连续 ,所 以 
『 T(z)dz 一 > u(x)dzx 


n=l 
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区 > u(x)dz 

ey 
= 2 dz 隐 JCz,y)dy 
一 SI dy 『 了 (zy)dz 


= dy [ (zy)dz， 


这 里 用 到 了 常 义 累 次 积分 交换 积分 次 序 的 定理 。 口 
定理 4.33 ”可 积 性 定理 1 设 fxz,y) 在 [a,coic,oo] 上 连 


续 ,两 个 积分 f(z,y)dz， 7tz,y)dy 依次 关于 y E [e,C],z 
E [a,41 上 一 致 收敛 (a 过 4A,c 二 C), 并 有 8 
af ewldy, fy | fcr ldz 
有 一 个 存在 ,那么 
[azE fosway = dy frsyar 
证 明 略 。 


定理 4. 34 ”可 微 性 定理 设 函 数 f(zx,y),f,(z， SS 
b,y 之 c 上 连续 ,积分 


I(zx) = (zy)dy 


Ro 


在 区 间 [a, 妇 上 可 微 , 且 | 广 (z,y) dy 在 a 之 < 之 6 上 一 致 收 作 ， 
则 7(z) 在 [a,6] 上 可 微 , 且 
1 = fdy 
证 明 记 
GW = fn dy a<zr<e 
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往 证 T(x) 二 G(z). 由 连续 性 定理 ,GC(z) 在 [a,5] 上 连续 , 沿 [a,z] 


积分 得 到 
[ew az= {fez dy)a 


| 
= 上 {fr (XT,y) dr)d 
= [flz,y) 一 Ca,y)]dy = TGz) ~ I(a) 


两 端 对 z 求 导 , 得 
G(z) =T(rz),a 委 入 
得 证 。 口 
例 4 一 27 求 犹 利克 来 积分 


1= | sdz 
解 ” 引信 一 个 因子 e“ 到 被 积 函 数 ,而 考虑 积分 
Tao = 三 - ezo>>0 
由 例 4 一 26 它 在 之 0 上 一 致 收敛 ,是 IT 一 7(0). 令 


Ls ee 
flz,0) = ez， 天 0 
则 万 (z,o) 王 一 er=sinz, 显 然 f(z,a), 扩 (za) 在 [0,coi0,co) 上 
连续 ,又 7T(o) 是 [0,co) 上 连续 函数 ,从 而 
1= 1(0) = lim 7(o) 
往 求 1(a) , 先 求 T1(a) (a>>0), 因 为 
| f(t,a)dr 一 一 二 e-~ sinzdz 


这 个 积分 在 任意 的 a€ [e,co)(e>0) 上 一 致 收敛 ,这 是 由 于 


le-~ sinz| <e-”, 


而 积分 | e* dz 收 化 .由 可 微 性 定理 得 到 对 E (ee ) 有 


I (= 下 一 ee=sinzdz 


ee (asinz 十 cosz) |”___l 

1 十 吧 z=o 1 十 吧 
这 表明 对 一 切 0， 

， 1 

T(a) =— 1 二 
从 而 

1(a) =— arctana+C 

而 


Nw ba i 
1T(a)| = | e zzdz|< | er dz 一 二 
当 v~>co,T(a) 一 0, 从 而 得 C 一 z/2, 所 以 
1=1(0) = lim1(a) = 


在 上 述 积分 中 作 变 换 pz 一 * 得 到 
[x 
| 互 ， B>0 
上 Bp<0 
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例 4 一 28 ”计算 积分 1(y) = ji e-zacos2yr dx, (a > 0). 


解 ” 记 被 积 函 数 为 (7,y). 考虑 积分 
Pear 一 一 zj re- sin2yr dz 
由 于 |zereeaar| < ze- 而 | ”zedz 收敛, 所 以 


『 f(z dr 
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一 致 收敛 ,因此 
7(y) 一 一 2 Ze- sin2yx dz 


对 右 端 分 部 积分 ,得 到 


7(y) 一 ev a 2 人 eercos2yzdz 


9 a 


1(y) 一 Ce- 
而 
c=10 = 站 dr- 六 san 一 到 
最 后 得 
oo / 2 
| eercos2yzdz = Te 口 
0 2a 


含 参 变量 广义 积分 有 许多 应 用 ,上 述 只 是 两 个 简单 的 例子 。 


习题 四 


1. 对 于 几何 形体 上 的 积分 ,证 明 其 四 则 运算 性 质 。 
2. 证 明 中 值 定理 :车 A(M),g (CM) 在 Q 上 可 积 ,gCM) 在 QO 上 
不 变 号 , 则 


| f(M gM)dN = | 5CM)dQ， 

和 n 

其 中 nf FM) Ep sup FM) ;车 f(M) 在 Q 上 连续 , 则 成 立 
| raoedodo = /P| sadn 
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其 中 PEQ. 
3. 车 f(M),g(M) 在 人 上 连续 ,在 0 的 任何 部 分 区 域 QQ 
上 有 
| f(M)dQ = 人 gC)d0 


则 在 9 上 成 立 :f(M) 三 g(M). 
4 车 IfC(M) | 在 Q 上 可 积 ,那么 f(M) 是 否 一 定 可 积 ?考察 
he 仁 1， 当 z,y 中 至 少 有 一 个 是 无 理 数 时 
1， 当 z,y 皆 为 有 理 数 时 
5. 讨论 下 列 函 数列 在 所 示 的 区 域内 的 一 致 收敛 性 ， 
(1)S,(z) 一 Wz 十 1/ 严 ， 一 co<z<co. 
(2)S.(z)=sinz/n, 
DW—l<z<l; 
(ii) 一 co<z<<oo. 
(3)S,(z)=z"(1—7z), 0<z<1. 


(4)S.(z)=In 三 ,0<z<1， 
6. 讨论 下 列 级 数 的 一 致 收敛 性 ， 
VOD 0<z<1. 


(一 De-tzz 
Pe 一 co<z<co. 


ma1 


sinnz 
9 一 co<z<co. 
(4) 2 Zin -1., Orbo. 
Al Sz 
7. 试 证 级 数 


Sa ln(l + nz) 
之 nx” 
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在 任何 区 间 [1+ co),a 之 0 上 一 致 收敛 (提示 : 当 />>0 时 ,log(1 
+h)<h. ) 


8. 证 明 ne 在 (0,co) 内 连续 。 
m=1 
9. 证 明 函 教 
SG = DY 


n=1 


在 (一 co,co) 内 连续 ,并 有 连续 的 导数 。 
10. 证 明 


tr) = 5 二 
在 (1,co) 连 续 并 有 连续 的 各 阶 导数 。 
11. 利用 逐 项 微分 法 求 下 列 级 数 的 和 : 。 


GD 2 于 PY DA 
12. 利用 乏 项 积分 法 求 下 列 级 数 之 和 ; 
(1) De DD 人 二 DE yg 


13. 试 证 级 数 
Sn sin(2*zx) 
在 整个 实数 轴 上 一 致 收敛 ,但 在 任何 区 间 内 不 能 逐 项 求 导 。 
14. 先 证 
一 
1 一 3rcosz 十 从 
当 |r|<1 时 成 立 ,进而 证 明 : 


15. 讨论 下 列 积分 的 收敛 性 : 


em 2 》 mcosnz 


三 Ce 
SeTI 
~” rarctanz 

dr ; 
(2) [ 1+r™ 


G) 厂 二 邱 


o 1 二 zlsinzl; 


(站 1 


o 1 十 zsin2z 


jg dz 
(7) | 一 一 一 一 
YCz 一 aq 一 工时 


1 i 
一 一 (外 < 一 1). 
1 — 7z) (1 — Rr’) 


16. 讨论 下 列 积分 的 收敛 性 : 


17. 设 #7) = 一 [nceosyydy ; 试 证 : 


:2 


$(z) = 28( 工 十 于 ) 一 28 于 一 也 ) 


2 
18. 利用 上 题 的 公式 计算 下 列 积分 : 
CD [cosmdz ; 


zln2 
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(2) an (sinz)dz ; 


(3) aresnzdz 


(4) 上 7 y 

19. 设 Fy) = [Ke 十 yf(z)dz ,其 中 f(z) 为 可 微 函数 , 求 
Fy). 

20. 求 函数 


E(k) = FE M1 — ksiniydy, 


F(R) = 上 0 eR) 


Vi Remy 
的 导数 、 且 证 明 
BCD = TE (K) + ES =0 


21. 应 用 对 参数 的 微分 法 计算 积分 ， 

CD | ne 一 sintz)dz (> Di 

(2) [na 一 3acosz 十 az)dz (lal = 1). 
22. 应 几 砚 人 号 下 求 积分 的 方法 计算 积分 ， 
VW (> op> 0i 

(2) 上 sin (jn 了 二) 三 
23. 证 明 积 分 


工 dz (a> 0,6> 0). 


[eeoszdz 
0 


在 区 间 0<o% 和 <co 上 一 致 收敛 。 
24. 证 明 积 分 
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一 coszy 
| 1 十 Ed 
在 一 ce 过 z<<co 内 一 致 收敛 。 

25. 设 函数 f(x,y) 在 [acoic,d] 上 连续 ,对 [c,d4) 上 的 每 个 
yf dz 收敛 ,但 积分 在 y= 4 发散, 那么 这 积分 在 [c,d) 上 
一 定 不 一 致 收敛 。 

26. 证 明 积分 

[edz 
在 4 之 %>0 时 一 致 收敛 ,但 在 0<a<1 内 不 一 致 收敛 。 
27. 讨论 下 列 积分 在 所 给 定 区 间 内 的 一 致 收敛 性 : 


”Ccos. 
CU dr (y>a>0); 


(| Ed (< yo) 
0 


(3) | nzdz (F<y<66>D; 


1 
‘| plln2zdzj 
0 
(Dp p> 0; 
(iDp> 0. 
28. 计算 下 列 积分 : 
a 
We Psaz, 
(2 esdz. 
9 TX 
™” sinazcosbx 
| eed 
29. 证 明 : 若 a > 1, 则 
PO er 
| 1 十 xm | 0 


30. 设 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 f(x) 严格 为 正 , 求 
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sm [7554s] 


第 五 章 ” 泛 函 分 析 初 步 


泛 函 分 析 是 现代 数学 中 的 一 个 重要 分 支 ,其 思想 与 方法 已 渗 
透 到 纯粹 数学 与 应 用 数学 、 物 理学、 信息 科学 及 现代 工程 技术 的 许 
多 领域 .目前 , 泛 函 分 析 已 成 为 现代 工程 技术 人 员 必 须 具备 的 数学 
基础 之 一 ,因而 ,许多 理工 科 院 校 为 高 年 级 本 科 生 或 研究 生 开设 了 
这 门 课 程 。 

泛 函 分 析 起 源 于 经 典 分 析 , 其 发 展 动 力 来 自 逼 近 理论 、 变 分 
法 ,积分 方程 线性 常 微分 方程 及 偏 微 分 方程 ,乃至 量子 场 论 ,统计 
物理 等 领域 中 的 实际 问题 .如 最 速 下 降 线 问题 , 即 要 求 一 初速 为 零 
的 质点 仅 在 重力 作用 下 在 一 铅 直 平面 内 从 点 4(zo,yo) 沿 曲 线 T: 
》 三 y(7) 滑 到 点 B8(zi,y,) 所 需 时 间 最 短 , 求 了 的 方程 y 一 y(z). 
利用 能 量 守恒 定律 可 知 

-中 ELE 
» M2gy 

则 工 是 >(x) 的 函数 , 记 为 了 [y(z)], 要 求 了 的 极 小 值 , 显然 ,用 微 
积分 的 方法 解 此 问题 比较 困难 , 而 泛 函 分 析 为 这 一 类 问题 的 解决 
提供 了 新 的 思想 和 方法 。 本 章 介 绍 泛 函 分 析 的 基本 概念 与 重要 定 
理 , 其 中 包括 赋 范 线性 空间 ,线性 算 子 与 线性 泛 函 ,Banach 空间 的 
基本 定理 与 应 用 ,Hilbert 空间 几何 学 ,最 佳 逼 近 与 泛 函 的 极 值 。 
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§ 5.1 赋 范 线性 空间 


为 了 下 面倒 述 的 需要 ,我 们 先 证 明 两 个 重要 的 不 等 式 。 这 两 个 
不 等 式 都 有 三 种 形式 :有 限 和 形式 ,级 数 形式 ,积分 形式 一 般 地 总 
是 由 简单 到 复杂 循序 介绍 它 , 但 这 里 我 们 采取 先 介绍 抽象 积分 形 
式 的 不 等 式 ,而 把 级 数 形式 作为 特例 而 给 出 ,有 限 和 形式 可 作为 习 
题 留 给 读者 ,这 样 也 可 使 读者 体会 到 三 种 形式 的 联系 与 统一 。 


§ 5.1.1 Holder 与 Minkovski 不 等 式 


考虑 一 般 的 测度 空间 (X, 多 ,A， 信 
= {717 是 可 测 函数 ,上 | 17Cz)lndk < cc) 
引 理 5.1 Holder 不 各 式 设 f(z) € Lr,g(z) € 1, 则 当 p1q 
共 轰 , 即 p,9 之 1 于 二 三 1 时 ,f(z)g(zx) 可 积 , 且 


a ee $f score 


(5—1) 
证 明 设 0<a<1, 函 数 $(z) = z' 一 ar(0 二 xz 过 吕 ) 的 导 
函数 败 (z) 二 alz"! 一 1) 在 (0,1) 中 为 正 , 当 z > 1 时 为 负 。 所 以 
$(z) 在 zx 二 1 处 有 最 大 值 ,于 是 
$7) $1)=1— a0<r< om) 
设 a,6 为 两 个 正 数 ,在 上 式 中 置 z = a/6, 再 乘 以 5, 得 
ab 委 aa 十 (1 一 oa)6 
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< 各 十 如 (5 — 2) 
如 果 了 ,g 中 有 一 个 几乎 处 处 为 0, (5 一 1) 式 自然 成 立 。 所 以 我 们 可 
假定 (5 一 1) 式 右边 为 正 。 令 


xD = -2 一 yn = -一 
Jn han Vaca rae 
x x 
在 不 等 式 (5 一 2) 中 令 
a= 11 光一 yz 
则 得 
tro Er 一 3 


所 以 gz)Y(z) 可 积 ,从 而 f(x)g(z) 可 积 。 在 (5 一 3) 式 两 边 积 分 ， 
则 得 


| IgGz)yCzlde 过 工 + 工 =1 
* 9 


1 
p 


定理 得 证 。 
引 理 5. 2 Minkovski 不 等 式 设 f,g EL?,p 之 1, 则 


» p 2 
| ya tami < vet laa) lrdp 
x x x 


(5—4) 
证 明 当 p= 1 时 ,(5 一 4) 式 是 明显 的 。 当 pp 之 1 时 ,因为 
je + glz) bdp = [eS + go)f 0z) 二 gz:du 


< fl If(z) + g(z)1 和 :dp 十 eeol If (2) + gz) 和 td 


儿 Lf 
< Ny/ If(z) dp Vm 十 gCz)1w-badp 


Ld W 
Ve® ap AN | ee 十 gz)|%-ixdp 
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= (Vf eta + er 
x N/E + gr) ?dx 


这 里 要 注意 p,q 共 堪 ,(p 一 1)4 二 p, 将 上 式 两 边 除 以 


Are + scr) lde 


则 得 (5 一 4) 式 。 口 
引 理 5. 3 序列 情形 的 Holder 与 Minkovski 不 等 式 设 
LP= {z= (6,5)| 2D) 18)* < o0} 


1 
p 


Dem < (Diem) Dim) (5—5) 


而 当 了 之 之 1 时 成 立 Minkovski 不 等 式 ， 
(DEtnl)s < (DI) + (In) cs — 6) 
证 明 考虑 测度 空间 (N,N) ,1), 其 中 N 为 自然 数 全 体 ， 
儿 (N) 为 N 的 一 切 子 集 ,对 于 每 个 自然 数 7 ,赋予 测度 1, 易 知 (N， 
”多 (ND) ,p) 是 一 个 测度 空间 ,这 个 测度 也 称 为 计数 测度 .容易 看 出 ， 


任意 的 无 穷 序列 都 是 可 测 函 数 ,z 就 是 满足 2 |$.1*<oo 序 列 {} 


则 当 pr9 > 1 十 十 二 一 1 时 ,成 立 Holder 不 等 式 : 


的 全 体 ,对 这 样 的 可 测 函 数 的 积分 就 是 对 序列 的 求 和 之 ; 11. 因 


此 对 f={&)}EL,g 二 {Ww}EA, 由 (5 一 1D) 式 知 和 318.1<oo, 且 (5 
一 5) 式 得 证 .同样 ,由 (5 一 4) 式 得 证 (5 一 6) 式 。 

注 Holder 不 等 式 和 Minkovski 不 等 式 对 于 右边 为 无 穷 情形 
是 自然 成 立 的 。 特 别 ,对 于 数列 的 有 限 和 是 成 立 的 。 当 p=2 时 的 


145 
Holder 不 等 式 也 称 作 Cauchy 或 Schwarz 不 等 式 。 
$ 5.1.2 线性 空间 


线性 空间 在 数学 的 许多 分 支 及 其 应 用 中 都 有 重要 作用 。 在 许 
多 实际 问题 中 ,考虑 的 对 象 X 可 能 是 三 维 欧 氏 空间 ,或 数列 全 体 ， 
或 函数 全 体 ,或 某 测度 空间 上 的 可 测 函 数 全 体 。 这 些 元 素 按 通 常 方 
式 可 定义 线性 运算 :加 法 与 数 乘 , 且 通过 这 两 种 运算 后 仍 是 X 中 
元 素 。 这 种 背景 提出 了 所 谓 线性 空间 的 概念 。 
定义 5.1 设 X 为 一 非 空 集合 , 若 在 X 上 定义 了 线性 运算 ， 
V z,yE X, 存 在 上 E XX, 使 得 4 = 二 十 y;YV a € R(R 为 实数 系 )， 
ZT € X,a. XE€ XX, 当 这 两 种 运算 满足 : 
(1) (X; 十 ) 是 可 换 群 ( 见 定义 1. 4); 
(2) 数 乘 运 算 满足 : 
(D1*z=7; 
(Da* (b*7z)=(a* 6b)° zx,(a,bER); 
(iii) (a+6) * z=a* z+b* zra* (z+y)=a* z+bhb* y; 
则 称 X 为 线性 空间 (或 称 为 向 量 空间 ) 。 
为 书写 方便 ,以 下 数 乘 符号 ”， "忽略 不 写 。 
例 5-1 空间 C" 由 一 切 有 序 实数 4 元 组 z= (人 ,6,，,… ,和 ) 组 
成 。 对 xz 一 (后 人)EC"y 一 (7 ;加 ) EC ,定义 x 十 y= 二 
(+ 二 Yo 十 7) EC",Ar= (M1 As ,6,) rzER, 则 C 
是 线性 空间 。 : 
例 5-2 空间 CC([a,6b]) 由 连续 实 值 函 数 全体 组 成 。 对 Cl[a， 
5j]) 中 z=z(t) ,iE [a,6], 和 y==y(t),tE [a,6j, 定 义 (z 十 y) (1 二 
z() 十 y(D):tE [a0j, (A7) (4)=Az(t), 则 Cl[a,6]) 是 线性 空间 。 


例 5-3 空间 A 由 请 足 >) 16|: < oo 的 全 体 实数 序列 z = 
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($1,6,，…) 所 组 成 ,定义 加 法 与 数 乘 如 下 : 
(和 人) + Nh) = bt hk Ds) 
a(é€,6,,°) = (aé,aé,,*) 
则 2 是 一 个 线性 空间 。 
只 需 验证 己 对 “加 法 "与 “ 数 乘 "运算 封闭 即 可 ,而 这 由 Cauchy 
不 等 式 是 明显 的 ( 见 引 理 5. 3 之 注 )。 
在 线性 空间 X 中, 称 = 个 元 素 坪 EX, 一 1,2,…, 线性 相关 ， 


如 果 存在 不 全 为 零 的 常数 必 i 一 1,2,…n 使 得 Da 一 gg 为 X 


中 等 元 素 ) ,否则 , 称 这 个 元 素 是 线性 无 关 的 。 
对 线性 空间 X 中 的 元 素 z，… ,zx,,y, 如 存在 数 入 ,和 ，… ,入 ,使 


得 y 二 总 Xz, 则 称 y 可 由 (zivza，… ix) 线性 表 出 。 


如 线性 空间 中 存在 ”个 线性 无 关 的 元 素 e,i = 1,2,…,n 使 
得 YzEXz 可 由 {elye，…e,} 线 性 表 出 , 则 称 {el ,ee,} 为 X 
的 一 组 基 , 并 称 X 为 ” 维 线性 空间 。 当 ”为 无 穷 大 时 , 称 X 为 无 穷 
维 线性 空间 , 否则 , 称 X 为 有 限 维 线性 空间 。 易 知 ,C" 是 有 限 维 线 
性 空间 ,2 为 无 穷 维 线性 空间 ,我 们 用 dim X 表示 空间 X 的 维 数 。 

对 于 两 个 线性 空间 X 和 义 ,如 果 存 在 1 一 1 对 应 #8:X 一 义 , 使 
得 Y zx,y EX,$ER, 有 

8 过 十 2) 一 gz) + $y) ,$Ar) = Mz) (5 一 7) 

则 称 X 与 又 线性 同 构 , 称 # 为 同 构 映 射 对 线性 同 构 的 线性 空间 ， 
在 数学 上 将 它们 “等 同 ” 起 来 。 

例 5-4 记 R" 为 n 维 欧 氏 空间 , 则 任 一 x 维 线性 空间 均 与 R* 
线性 同 构 。 

定义 5.2 设 X 为 线性 空间 ,EX, 如 果 V z,y € E,4,pE€ 
R, 都 有 xz 十 Ky 6E 已 , 则 称 已 是 X 的 子 空间 . 设 A 三 X, 称 M = 


1212 一 ZNzr ER eE 4si 一 1,2,…,n} 为 由 4 张 成 的 线性 


147 


子 空间 。 

对 于 线性 空间 X 的 一 个 子 集 M ,如 果 V zx,y € MER， 
且 4 十 kK 二 1,4 之 0,y 之 0, 均 有 代 十 yy EM, 则 称 M 是 和 的 一 
个 凸 子 集 。 


§ 5.1.3 线性 空间 上 的 范 数 


定义 5.3 设 X 是 线性 空间 ,如 果 X 上 的 实 值 函数 p(x) 满 足 
(1) p(xz) 之 0, 且 pl(r)==0Sr=0(9 为 X 的 零 元 素 ); 
(2) plaz)=|alp(z),rEX,aER; 
(3) p(x+YSpT) py ,ryEX 
则 称 pCz) 为 z+ 的 范 数 ,通常 记 为 上 xz, 并 称 (X, | ，|| ) 为 赋 范 
线性 空间 ,或 简称 赋 范 空间 。 
注意 X=R 时 , 令 plz)=|z|,zER, 则 |， | 是 R 上 范 数 。 由 
此 可 知 , 范 数 是 绝对 值 概念 的 延伸 。 
例 5-5 ”对 于 欧 几 里 得 空间 R",V z= (1,6,,… ,6,) ER", 今 


1 zj = (站 


则 上 ， 是 R" 上 的 范 数 。 此 范 数 常 记 为 | ， 1 :. 
YzEC(Le0), 令 1z1= 一 StpjlzG)1, 则 | ， 1 -是 C 


([a,6]) 上 的 范 数 。 
例 5-6 线性 空间 /1<p<oo) 是 由 满足 > 16|" < co 的 全 
体 实数 序列 z 二 (各, 各,…) 所 组 成 的 .yz 一 (6 ED 令 
al, (DIE): (5 — 8) 


则 上 ， ,是 /* 上 的 范 数 。 
证 明 只 需 证 明和 ， 1， 满足 定义 5.3 中 (3), 而 这 由 
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Minkovski 不 等 式 可 得 到 。 口 
例 5-7 对 z>1, 令 


Leas6]) = 77 为 Lebesgue 可 测 , 且 | 7 ledt < oo} 
定义 
1 
171,= (flirt) (5—9) 


读者 可 根据 引 理 5. 1 和 引 理 5. 2 关于 积分 形式 的 Holder 不 
等 式 与 Minkovski 不 等 式 证 明 上 。 上 ,是 L?[a,b] 上 的 范 数 。 

定义 5.4 设 X 为 线性 空间 ,d(z,y) 是 X 上 二 元 函数 ,如 果 
d(zr,y) 满 足 

(1) VY xzEX,yEX,d(r,y)>0; 且 d(x,y)=0 当 且 仅 当 z= 
>; 

(2) Y TEX, YEX,d(r,y)=d(y,7); 

(3) d(x,y)<d(r,z)+d(z,y) (TEX,yEX,zEX), 
则 称 dlz,y) 为 X 上 的 距离 (或 度量 ) , 称 (X,d) 为 距离 空间 (或 度 
量 空间 )。 

如 果 上 外， | 是 线性 空间 X 上 的 范 数 , 则 Y z,yEX, 令 

， dl(z,y) = lz—yl (5 — 10) 
则 易 验证 (5 一 10) 式 定义 了 线性 空间 X 上 的 一 个 距离 。 由 上 可 知 ， 
赋 范 空间 都 是 距离 空间 。 但 一 个 距离 是 否 由 某 个 范 数 确定 呢 ? 

例 5-8 设 4o 由 一 切实 数 序列 组 成 ,对 z= (4,6,…) Elo,y 
二 (74, 和,"…) Elo, 定 义 距 离 如 下 : 


dan DBT -I 
则 d(，,。) 不 能 由 某 个 范 数 确定 。 
这 由 下 述 引 理 得 知 : 


引 理 5.4 赋 范 空间 XX 上 的 距离 d(。,，。 ) 由 某 范 数 导 出 , 当 
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且 仅 当 d(z 十 ay 十 ag) 一 dCzyy),dCazyay) 一 [eldCzy),zyaE 
X,aER. 
证 明 充分 性 :Y zxEX, 令 z= 二 d(z,0) (9 为 X 的 零 元 
素 ), 则 由 上 xl =d(z,9)=0, 有 z=4. 而 
larll = dlar,0) = d(ar,a0) = lald(z,0) = lal | zl 
lz+yl =d(z+y,0) <dl(rty,y) + d(y,0) 
一 dz,b) 十 d(y,6) 一 外 zj 十 有 ?> 
从 而 可 知 ， | 是 X 上 的 范 数 , 且 d(C*，，) 由 范 数 | z 1 所 确 
定 。 
必要 性 : 车 d 由 某 个 范 数 上 zx 中 所 确定 , 则 d (zx,y) = 
站 z 一 > 下 ,从 而 
dz 十 ay 十 a 一 外 z 十 a 一 (十 ao) 
一 |z 一 ?1 =d(z,y) 
d(azay) = lar—ay| = lallz— yl = lald(z,y) 
引 理 得 证 。 
在 例 5 一 8 中 ,考虑 z==(1,0,0,…), 则 
d(2r,0) 一 于 ,2d(z,0) 一 于 


故 4d(2z,b) 天 121d(z,2), 从 而 可 知 % 上 由 (5 一 11) 式 定义 的 距离 
不 能 由 某 个 范 数 确定 。 


加 


$5.1.4” 赋 范 线性 空间 的 完备 性 


由 于 赋 范 空间 是 度量 空间 ,所 以 赋 范 线性 空间 X 中 的 序列 存 
在 收敛 性 与 X 的 完备 性 概念 。 

定义 5.5 称 赋 范 空间 X 的 序列 {z,} 是 依 范 数 收敛 的 , 若 存 
在 zcEX, 使 得 im | z, 一 z =0; 荆 范 空间 中 序列 {z,} 称 为 
Cauchy 序列 ,是 指 :Y e>>0, 存 在 正 整数 N, 使 得 | zx 一 zl 之 e 
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(mn>N). 

如 果 赋 范 线性 空间 X 的 每 个 Cauchy 序列 收敛 于 X 中 某 点 ， 
则 称 X 是 完备 的 。 完 备 的 赋 范 线性 空间 称 为 Banach 空间 。 

例 5-9 ” 赋 范 线性 空间 (1<p<o0) 是 完备 的 ,从 而 是 Ba- 
nach 空间 。 

证 明 设 {zx,} 是 中 任 一 Cauchy 列 , 其 中 ro 一 (人 4”, 外”， 
…), 则 Y ee 二 0, 存 在 NEN ,使 得 


Nz — xl, = (D1 — gm)t < emn>N) 


j=l 
(5 — 12) 
于 是 ,对 于 每 个 j， 
I§® — | < elm,n> N) 
因此 ,对 每 个 固定 的 j, (9,6)2?,…) 是 R 中 的 Cauchy 列 , 由 RR 的 
完备 性 知 存在 唯一 的 $,ER, 使 得 
6 — bm —> 0) 
令 z=( 针 6), 则 xzELU 且 上 zx, 一 zx, 一 0Gm 一 00). 
事实 上 ， 由 (5 一 12) 式 ,对 一 切 AEN 有 


Dé — em < em,n> N) 


和 1 
令 n>co, 有 
二 
2 6" — 6]? Cem> Nk= 1,2，) 
jel 
令 k>co, 有 
2 1é" — él Serm>N) (5 — 13) 
i 
从 而 有 | zw 一 z, 委 ee<co(m>>N),z 一 zwEL2. 
由 Minkovski 不 等 式 (5 一 6) 知 zx 一 zw 十 (z 一 zw)Eze. 又 由 (5 
一 13) 式 知 上 xz。 一 + 上 ?一 0,(m 一 co), 所 以 ,1? 是 完备 的 赋 范 线性 
空间 ,从 而 是 Banach 空间 。 


~ LY WE wm 
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例 5-10 闭 区 间 [a,b] 上 连续 实 值 函 数 全 体 C([a,2]) 构 成 一 
个 线性 空间 。 设 p 之 1, 对 xECl[a,5]) ,定义 范 数 
lzl,= (fz lr)’ 


则 (CC[a,b]), |， | ?是 不 完备 的 。 
事实 上 ,不 妨 设 Cl[a,5]) ,对 每 个 mEN, 令 


0， i€ [o 己 ] 
zn(t) 一 m[: 一 去 ]， ti€ (去 ,去 + 二 ] 
el 


当 n>>m 二 0 时 


1 本 
Nz — ll, = (lz — ala)’ < 


故 {zo} 为 Cauchy 列 ,但 不 存在 z€ECC[0,1]) ,使 得 


lim | z, — zl,—0 
否则 , 即 对 某 zEC([0,1]), 有 


0= lim | za — xl, 
1 ! 四 
> | 1zCe) jde 十 jn 国 zl 
则 由 z 在 [0,1] 上 连续 性 知 z(D=0wE [0, 工 ]. 而 z()=1w€ 


(去,1], 这 与 zeECC[0,1]) 蔬 盾 。 


收敛 性 ,完备 性 均 与 范 数 的 定义 有 关 。 如 在 C([a,b]) 上 定义 
范 数 : 


zl。 = sup jz(b9| 
s*€[a,b] 


则 容易 看 出 ez, 一 + 一 0, 表 明 zx.(2) 一 致 收 化 到 函数 z(t) ,而 闭 
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区 间 上 连续 函数 的 一 致 收敛 的 极限 函数 仍 是 连续 函数 , 故 zxEC 
(La,8]). 因此 ,在 上 述 范 数 下 , (CC([a,51), 上 。 外-) 是 Banach 空 
间 。 

例 5-11 考虑 一 般 的 测度 空间 (X ,多 ,A), 令 


忆 = (Af 是 可 测 函 数 , 且 | 17(z) Idw < | 


则 CL, 上 外， |? 是 完备 空间 。 
证 明 设 {f.} 是 1L? 的 Cauchy 列 ,只 要 证 明 存在 fEL? 使 得 
lim||f.— fl =0 


取 收敛 的 级 数 去 ,对 于 每 个 P 取 吃 , 使 当 mm>>m 时 ， 
Hf 一 所 < 去 
不 妨 假 设 二 n, 过 ns 二 … 于 是 
Dhl< 人 DH 
因为 非 负 画 数 
SI 六 一 ez 
当 m 趋 于 无 穷 时 ,极限 有 限 或 正 无 穷 ,由 Fatou 引 理 及 三 角 不 等 式 
| 各 GS-CnD)mp< 血 | is-coln 


= lmlSs lr<{ A +I £1) < 
因此 ， 
lim Se(z) < ce a.e. 
这 表明 级 数 ,十 Cf 一 太 )a e 收敛 , 即 极限 
i=1 
limf,(z) 
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几乎 处 处 存在 。 令 
limf,(z) 。 当 此 极限 存在 且 有 限 


f(z)= | 
0 其 它 


显然 ,f 为 可 测 画 数 , 往 证 EL?, 且 f, 一 >f. 为 此 ,对 任意 的 
E>0, 取 NN 充分 大 ,使 当 n,m>>N 时 ， 
If.— /fl*<e 
取 如 充分 大 ,使 得 >>NN, 那 么 当 n 宇 N,h> 如 时 ， 


[ffldn<e 
应 用 Fatou 引 理 于 1 三友 |*, (> 如 oo) 得 
-rpae<eo> Nm 


这 表明 /一 fEL, 而 f,EL?, 故 fEL?. 且 /一人 ff. 口 

定义 5.6 设 X 与 义 为 两 个 赋 范 线性 空间 ,对 应 的 范 数 分 别 
为 上 |。 上 x 和 上 。 | x, 如果 存在 线性 同 构 映射 $:X 一 久 , 即 $(z 十 
=$(7T)+$(y) ,Az)=p(z) ,ryEX,AER, 满 足 $(x) | r= 
| zl1lx, 则 称 X 与 信 是 等 距 同 构 的 ,或 等 价 的 。 

定理 5. 5( 完 备 化 ) 设 (X, 外 .| ) 是 一 赋 范 空间 , 则 存在 一 
个 Banach 空间 闷 =(X, | 。 外 ) 和 一 个 等 距 同 构 映射 %:X-> 总 ,使 
得 gz) 在 六 中 稠密 , 且 除 等 距 不 计 外 ,空间 驴 是 唯一 的 。 

证 明 记 X 中 Cauchy 序列 全 体 所 成 的 空间 为 屎 ,对 于 {zx,} 
EX,{z,}EX, 若 

上 zz 一直 一 0 一 co) 

则 称 {z。} 与 {z*} 是 等 价 的 , 记 为 {z,} 一 (zx 小. 易 证 ~ 是 又 上 的 等 价 
关系 。 记 为 尺 上 等 价 类 全 体 所 组 成 的 空间 。V z,yE 六, 令 之 十 
》 为 {z, 十 } 所 在 的 等 价 类 ,其 中 {z,),{y} 为 等 价 类 工 ,了 的 代表 
元 ,az 为 {az.} 所 在 的 等 价 类 , 则 和 为 线性 空间 。 

VY z= {Zz} (表示 {zx,} 所 在 的 等 价 类 ) ,定义 
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lzlx= lim lz, lx 
此 极限 是 存在 的 , 因 {z,} 是 Cauchy 列 , 则 由 i zo 上 x 一 上 zx1 
二 上 zm 一 zx, 有 知 {zx} 是 R 中 的 Cauchy 列 ,因此 极限 存在 ,这 
个 极 限 值 不 依赖 于 {z.} 中 代表 元 的 选取 , 实 因 Y {z.} 一 {zo}, 有 
llzlx—o lrlxl < lz — zlx— O(n— o0) 

故 lim | 中 x 二 lim 上 zx, | x, 不 难 验证 上 x* 是 羡 上 的 范 数 , 从 
而 (X, 上， 人 *) 是 赋 范 线性 空间 。 

VY zEX, 有 (zz,…)E 吕 , 作 映 射 gX 一 总 ,Y XEX,$(X) 二 
全 ), {Zz} 为 {zx,z，,…) 所 在 的 等 价 类 , 则 #$ 是 单身 ,而且 上 $Cz) 中 x 
= zlx,$Czty)=$7)+$(y) ,$Ar)= pz) ,ryEX,AER. 
因此 $ 是 等 距 同 构 映射 ,可 知 在 等 距 同 构 意 义 下 ,X 是 总 的 子 空 
间 。 

其 次 ,可 证 X 在 多 中 稠密 。 事实 上 ,VY zE 部 , 取 {z,) 为 等 价 类 
工 中 的 Cauchy 列 , 从 而 ,Y e>0, 存 在 NEN, 使 得 外 z, 一 z, 上 | 二 


总 ,Com>N) ,固定 n>NN, 记 ={z1 ,zi…) 其 中 好 一 zi 一 1 
2,…, 则 


lz z= liml|t— zlx< 
mo 


(5 一 14) 
从 而 lm 上 z" 一 zx==0, 而 z EX 一 1,2,…, 故 X 在 总 中 稠 
密 。 
最 后 证 明 总 是 完备 的 。 设 {z} 是 总 中 Cauchy 列 ,由 上 可 知 ， 
对 每 个 zx 存在 x,EX, 使 得 
1 一 zlx< 赴 
由 于 


lz 一 zx 一 上 一 人 
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去 1 六 一 二 人 二 二 一 和 二 
< 二 + 1 运 一 么 1 二 二 
> 0(nm— co) 


因此 {z,} 是 X 中 Cauchy 列 , 记 Zz={z,}, 由 (5 一 6) 式 有 


1 一 x< 一 zt x 一 zl 
<1i+ lz,—zlr On oo) 


所 以 (和 ,外 ， | >) 是 完备 的 。 唯 一 性 证 明 略 。 
称 怠 为 X 的 完备 化 空间 。 
对 于 赋 范 线性 空间 的 有 限 维 子 空间 ,有 
定理 5.6 赋 范 空间 X 的 每 个 有 限 维 子 空间 Y 是 完备 的 。 特 
别 ,一 切 有 限 维 赋 范 空间 是 完备 的 。 
证 明 设 Y 是 (X, 上， 1 ) 的 nn 维 子 空间 , {ees，…,en} 是 Y 
的 任意 一 个 基 。{yw} 是 Y 的 Cauchy 列 , 则 由 基 的 定义 知 ,ym 二 del 
十 es 十 … 十 es. 因 {ym} 是 Cauchy 列 , 故 Y e>0, 存 在 NEN, 使 
得 ‖ y 一 中 过 elm,k>N). 可 证 (x* ) 存 在 C>0, 使 得 


Dre 去 oo|>c la —at| (5—15) 
dl fm 


由 
e> ly—%l = [2 一 | 
i=1 
ZC ld" — oPlm,k> N) 
i=l 
知 ,对 mr,k>N,1j<n, 有 


la" — I< Da" — | < 
J 


从 而 可 知 V 7 = 1,2,…,zta 所 :为 R 中 的 Cauchy 列 , 记 lmay” 
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二 Qj 二 1,2,… yy 令 y 二 Dae 则 y EY, 且 
j= 
| ys — y= | 2 Cam — eel 


< le" ool: lel Om o%) 
i=1 


所 以 Y 是 完备 的 。 
《* ) 关 于 (5 一 15) 式 的 证 明 如 下 : 


记 s 二 六 lo 一 oh|, 著 :二 0, 任 取 C 之 0 即 可 。 当 ;之 0 时 ， 
iml 


afm 一 a 


令 有 = 全 二 加 ,=1,2,…n, 则 (5 一 15) 式 等 价 于 


1 Spel >c>0( Ipl=1) 
如 使 上 式 中 大 于 0 的 C 不 存在 , 即 
inf{ 27pelpe Rs 和 mw 2 Bl=1)=0 


i=]l 


则 存在 8" E Ri < 18m| = lm = 1,2,…, 使 得 
Un 一 Dame, un ll — 0Cm —> o0) 


因 六 pm| = 1, 帮 18g| 过 11 过 nm 二 1,2,…. 所 以 ,每 个 
i=] 


{B84"”) 为 有 界 序列 ,由 Bolzano-Weierstrass 定理 , {Bl"} 有 收敛 子 列 
{BP}, 记 {yim) 为 {ym} 的 对 应 于 {my} 的 子 列 , 同样 考虑 
{B90}( 为 {Bs"} 的 子 列 ), 有 收敛 子 列 {B8"2), 记 {yz.n) 为 {yi.m} 的 
相应 的 子 序列 , 依 此 下 去 ,得 {ym)， 


yn = ro rel=1 
i=1 


日 
i=1 
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其 中 zf 人? 二 Cm>o0) 汪 =1,2,…yn. 记 y= 二 > me, 则 
i=1 
ys — yf 一 0Cn 一 co) 


由 于 2 nil = 1,7; 不 全 为 零 ,又 {e1,e2，…,e.} 线性 无 关 , 故 y = 


六 re 关 0. 另 -方面 ,由 
i=1 


1 一 下 1 入 1 一 > 上 一 0 
有 lim yn 有 一 下 > 而 (2wo} 为 {ym} 的 子 列 ,由 limw 一 0, 知 
ly = lim | yn 上 1 = 0, 由 范 数 的 定义 知 y 一 0. 矛盾 。 故 (5 一 
15) 式 成 立 。 
易 知 完备 距离 空间 X 的 子 空间 Y 是 完备 的 , 当 且 仅 当 Y 是 闭 
的 。 
推论 5.7 赋 范 空间 X 的 每 个 有 限 维 子 空间 是 X 中 的 闭 集 。 
定义 5.7 称 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 | 外， ,| ， 1: 是 
等 价 的 ,如 果 存 在 正常 数 “,d ,使 得 YV zxEX 有 
clzls 委 lzh 和 alzl， 
注 X 上 的 等 价 范 数 诱导 出 X 上 的 同一 拓扑 (证 明 留 给 读 
者 ) 。 
定理 5. 8 有限 维 线性 空间 上 的 任意 两 个 范 数 都 是 等 价 的 。 
证 明 ” 设 赋 范 空间 X 是 维 的 , {el,e,，…，,e} 为 其 一 组 基 。 


Y x EX, 存 在 唯一 的 a ,a,,…,a, E€ R, 使 得 x = Doe, 设 :i 
和 中， 中; 为 X 上 的 两 个 范 数 ,由 (5 一 15) 式 ,存在 正常 数 C, 使 得 
lz 之 C 避 1a1. 另 一 方面 ,由 三 角 不 等 式 得 


lzls< Dsl: ols <MD sl 
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其 中 M 一 max{ el}, 于 是 


lz > 号 1zl， 
同 理 可 证 :存在 d>0, 使 得 

1zl .< ullzl， 
所 以 ,上 。 中 与 | z ,是 等 价 的 。 


$ 5.2 线性 算 子 与 线性 泛 函 


§ 5. 2. 1 ”线性 算 子 与 线性 泛 函 的 概念 


在 微 积分 中 ,研究 的 是 实数 空间 上 的 实 值 函数 ,而 在 泛 函 分 析 
中 ,考虑 的 是 一 般 度量 空间 与 赋 范 线性 空间 中 的 映射 ,在 线性 空间 
之 间 的 映射 , 常 称 为 算 子 。 所 谓 线性 算 子 ,是 较 简 单 的 一 类 ,也 是 非 
常 重要 的 一 类 算 子 。 、 

定义 5.8 设 X 和 了 是 实数 域 R 上 的 两 个 线性 空间 ,D 是 X 
的 线性 子 空间 ,映射 了 ,D-*Y, 若 Y z,yE D,a,B8ER, 有 

T(az + By) = aT(z) + BIT'(y) 

则 称 7 是 线性 算 子 。 取 值 为 实数 或 复数 的 线性 算 子 分 别称 为 实 的 
或 复 的 线性 泛 画 。 记 dom(7") 为 7 的 定义 域 ,rng(7”) 为 7 的 值 域 ， 
Tz=7(z). 称 N(T)={z€EDITz=0} 为 了 的 零 空间 ,其 中 0 为 Y 
中 的 零 元素 。 

例 5-12 恒 等 算 子 7:X 一 天 定义 为 Tz = z, 对 一切 zxE Xi 
零 算 子 昌 :X 一 了 定义 为 Br = 0,Y x € Xi 微分 算 子 : 设 X 是 [a， 
名 上 多 项 式 全 体 ,T :和 一 下定 义 为 CTiz)G) = zx (D),Y +t € [a, 
纪 . 积 分 算 子 7:C([a,86]) -> Clfa,6]) 定义 为 (Ta2z)(G) = 
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人 epare e [a,6]. 则 7,@,7,,7 都 是 线性 算 子 。 


设 工 是 线性 算 子 , 则 不 难 验 证 : 

(1) 值 域 rng(7) 是 线性 空间 ,这 是 因为 VY 2 € rng(T)， 
aa E R 有 ZiE dom(7), 使 得 Tz; = 一 1,2, 从 而 Toz 十 
oz2) = QT (zi) 十 weT (zz) = my 十 0y2. 因 wzi 十 wzz E 
dom(7) , 故 my 十 azyz € rng(T). 

(2) 如 果 dim(dom(7T)) =?< co, 则 dim(rng(7T)) 委 这 只 
需 验证 V yy20 yn EE rng(T) ,yy+l 线性 相关 。 事 实 
上 , 因 y;€ rng(7"), 故 存在 zx; E dom(T) ,使 得 y; = 7zi,i = 1,…， 
nn 十 1, 由 于 dim(dom(7')) = n, 故 存在 不 全 为 0 的 数 ,az，， 


| 


%+i, 使 得 > oz 三 0. 从 而 


tl tl 叶 
0= | ozi) 一 > a7zi 一 > ay 
1 一 1 i=] 
可 见 yyz，… ,yn+t1 是 线性 相关 的 。 
(3) 由 于 当 7z;=0,i=1,2 时 ,有 了 TCaz 十 zs)= 二 qTzi 十 
mlz 二 0 所 以 N(7T") 是 线性 空间 。 


§ 5.2.2 有 界线 性 算 子 及 其 性 质 


定义 5.9 称 算 子 了 :XY 为 有 界 算 子 ,如 果 了 将 X 中 任何 
有 界 集 映 到 Y 中 的 有 界 集 。 不 是 有 界 的 算 子 就 称 为 无 界 算 子 。 
定理 5.9 设 卫 是 赋 范 线性 空间 和 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 线 
性 算 子 , 则 了 为 有 界 算 子 的 充分 必要 条 件 是 :存在 M 之 0, 使 得 V x 
EX 有 
zz <MiIzl (5 一 16) 
证 明 设 了 是 有 界线 性 算 子 , 则 了 把 X 中 单位 球 S = 
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{zlllzl = 1,z € X} 映 成 Y 中 有 界 集 , 故 存在 M > 0, 使 得 
17yl 过 MY ye 5), 从 而 当 z=0 时 ,有 上 1zl = 0 过 
Mx. 任 取 MM 之 0 即 可 。 当 z 关 0 时 , 令 y 一 TEX' 则 
ly = 1, 故 yE 5, 从 而 有 

上 zz 


1 TT = -Ta <% 
于 是 17x saM1lzll ,(5 一 16) 式 成 立 。 
反之 ,如 果 存 在 常数 M>0, 使 得 VzEeX, 有 | Tz1 入 
Mizl. 设 4 为 X 的 一 有 界 子 集 , 则 存在 常数 KK 之 0, 使 得 1 zll 
<K(YV rzE4), 从 而 Y zE4 有 
17zl <MIzl <MK 
故 T(4) 为 Y 的 有 界 子 集 。 可 知 代为 有 界线 性 算 子 。 口 
根据 定理 5. 9, 有 时 把 (5 一 16) 式 作为 线性 算 子 人 是 有 界 算 子 
的 定义 。 
从 (5 一 16) 式 ,对 有 界线 性 算 子 T, 当 z 关 0 时 ,有 


pr 并 
qsilsc.s 
lzzll 


[ol sp Tal le 
则 | 了 上 满足 范 数 的 定义 。 事 实 上 , i 8 1 ==0( 零 算 子 的 范 数 为 
0)。 又 当 |1 站 =0 时 ,有 V zEdom(T),Tz=0 故 T=B.V acER， 
el zl = sup, lol Trl = lel sup, 7 


故 
Narl = jal Tl 
如 果 ,7 是 两 个 有 界线 性 算 子 , 则 
pl Tt Tz < sp, Trl + sup, To 
故 上 六 5 二 7 有 和 1 十 
记 L(X, 了 为 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 全 体 ,对 Ti,TsEZ(CX， 
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Y),aER 令 
(T+ TT) (x) = Tr+ 7x 
(al\) (xz) = ad 
以 TH = sup 上 定义 7 的 范 数 , 则 (LCX,Y)， 


zedam(P,zzo Dz 
上 ，| > 成 为 赋 范 线性 空间 。 
例 5-13( 积 分 算 子 ) 定义 积分 算 子 T:C([0,1])-C([0,1]) 


如 下 :Y zEC([0,1]), 令 
Crz) 0) = fh tade 


其 中 k(t,7) 是 一 给 定 的 函数 ,在 [0,1]X[0,1] 上 连续 , 则 是 有 
界线 性 算 子 。 

证 明 ”由 积分 的 线性 性 知 7 是 线性 算 子 。 因 k(t,r) 在 有 界 闭 
区 域 上 连续 , 故 & 在 上 有 界 , 即 存在 和 0, 使 得 V (it,r)E[0,1] 
X [0,1], |k(t,r)1<ko. 注意 到 例 5-5 中 CC[a,5]) 中 范 数 的 定义 ， 
有 


1 zl 一 


| [epzcodr| 
0 
< el |kCt ,rT)||zCr) |dr 


<h | zr) lar 
<hlzl 

可 见 作 是 有 界 的 。 口 

例 5-14( 和 矩阵 算 子 ) 设 实 矩阵 4 二 (oj)xv， 定 义 算 子 了 T:R" 
R',y 一 Az(zER"), 则 了 是 有 界线 性 算 子 。 

证 明 线性 性 留 给 读者 验证 , 现 证 有 界 性 。 

R" 上 范 数 定义 为 z‖ :一 { 站 各), 其 中 z 一 (&1,e……,6,)E 
R", 类 似 地 定义 R” 上 的 范 数 .V z= (&1,6,,…,&,) ER", 由 Cauchy- 
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Schwarz 不 等 式 ， 
Il7zli= 2 (Dt) 


< {ot 
= zl 


记 C* = 如 总 之 0, 则 17z1,<Clzls, 帮 7 是 有 界 的 。 
口 
例 5-15。 设 避 ([e,b]) 是 [上 Lebesgue 可 积 函数 的 全 体 。 
对 FED([a,5]), 令 (T(x) 一 人 rod 风 了 可 视 为 ZIC[a,b) 
一 C([a,O) 或 Z([a 轨 ) 一 ([a,65]) 的 线性 算 子 。 因 CC[a,5]) 
上 范 数 是 11 一 max1f(D1, 而 局 (fas 杂 ) 上 范 数 为 f= 
人 eolae 故 17 的 计算 也 不 一 样 


当 视 TC[a,6]) 一 CC[a,6]) 时 ,YE Li([a,b]), 如 果 
fi ==1, 则 


77fF1 = max! [fal 
< max| If lade 
a<. a 
= [rea 二 1 
故人 | <1. 另 一 方面 ,对 f(t) 大 swtE[as 引 ,有 
fla=| 于 [2 


ab—a 
所 以 17 有 = sop 2 之 74olc=1, 故 17 ==1. 


一 1 


一 1 用 了 Fo aa = max 
a<r<b 
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如 果 视 了 :Cfa,6]) 一 了 《fa,6]), 则 上 了 ==6 一 a 事实 上 ， 
Y feED[a,b], 且 f=1, 则 


17f1»= 站 ou | dz 


< 人 Uedadz<| loadz 
= -of 
故人 <p 一 a. 另 一 方面 ,对 > 产 5, 令 


nrE€ [oa 十 了 | 
f(T) = 
ve 
则 
lf.ln=1 


7 = 人 1 六 CD)1dtdz 


tl ; 1 
=| az 一 odz 十 | 11 "dz 一 一 “一遍 
a atl 


因此 ,7 = Pop, 1 77 上 4 宇 b 一 a; 所 以 ,T=b6 一 a 口 

从 上 例 可 看 出 , 算 子 范 数 与 取 值 空间 的 范 数 有 关 。 

设 X 与 了 均 为 赋 范 线性 空间 , 如 果 当 1 z, 一 1 一 0 一 co) 
时 ,有 7xz, 一 Tz 一 0(n->oo), 则 称 了 是 连续 算 子 。 

定理 5.10 线性 算 子 7':X>Y 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 7' 是 连续 
算 子 。 

证 明 设 7 是 有 界线 性 算 子 , 则 存在 常数 C 之 0, 使 得 | 7z 
<Clzl(yY zxzEX). 设 zl >0(n>o0), 则 | Tz <C ll zl 
0(n>o0), 故 7 在 z=0 连续 。YV roEX, 如 果 z 一 zo(z 一 co), 则 

上 zs — Troll = T(r, ~ zo) 
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和 Clz, 一 zol 一 0 一 co) 
故 了 在 zo 连续 ,从 而 知 7 在 X 上 连续 。 
反之 , 当 线 性 算 子 7 在 X 上 连续 时 ,VY zo€XX, 了 在 zo 连续， 
从 而 Y es>>0, 存 在 90, 使 得 
lz 一 Tzol <e (Clz 一 zz 由 <0zEX) 
《一 9 


6 6 
任 取 yE X30, 记 z=zo+ Ty' 则 ?z= Ty 1z— 
zo =6, 由 (5 一 17) 式 ， 


e> Tr—Trl = 17 ozo)) 
= T7092 = TT 
17y << 计 1y1 ,由 定理 5.9 知 7 是 有 界线 性 算 子 。 口 


因 线 性 泛 函 是 (X, ‖， 1)~(CR,|。，1) 的 线性 算 子 , 故 上 述 结 
论 对 线性 泛 函 亦 真 。 特 别 , 对 线性 泛 函 ,有 

定理 5.11 设 (X, ‖， | ?是 赋 范 线性 空间 ,了 是 X 上 线性 
泛 函 , 则 了 在 X 上 连续 的 充 要 条 件 是 了 的 零 空 间 N(CP) 一 (zl 
f(z)==0) 为 X 中 的 闭 子 空间 。 

证 明 设 线性 泛 函 了 在 X 上 连续 ,VY zx1,z.€EN(f),a,BER， 
flarit Br)=af(z1)+Bf(z:)=0, 因此 cz 十 pmENCP), 所 以 ， 
N( 门 是 X 的 子 空间 。 又 设 zEN(CP),m=1 ,2,…, 且 limz, 二 zxo, 因 
连续 ,f(zo) =f (limz,) =lim/f(zx,) 一 0, 故 zoEN(P), 所 以 
N() 是 闭 子 空间 。 

当 N( 有 ) 是 X 的 闭 子 空 间 时 , 因 f(6)=0, 且 当 z>9(n->o0) 
时 , f(z.) 一 f(0)=0, 故 f 在 +=6 处 连续 ,由 的 线性 性 ,VY zx。€E 
KX,T>roln>00), | f(r)—f ro)|=| f(z —zro) | >f(0)=0Cn—> 
ce), 故 了 上 在 X 上 连续 。 口 

关于 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 与 线性 泛 函 ,有 
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定理 5.12 设 X 与 了 都 是 实数 域 上 的 有 限 维 线性 空间 , 则 
X 到 Y 的 每 个 线性 算 子 7 是 有 界 的 。 
证 明 设 dimX=n,E={e1,e，,…,e,} 是 其 一 组 基 ,Y XEX,z 


oe 
17Tzl= | Dare < Dal rc 
< cmax TC) |) Dal 
l&iCn 1 
由 定理 5. 6 的 (5 一 15) 式 知 ,存在 常数 C 二 0, 使 得 
Dlal<El Del = 去 1zl 
证 1 1 


令 d= 志 max 7(e) 上 ,4 与 z 无 关 ,从 而 
Il7zl| <adllzl (vzE xX) 
故 作 是 有 界 的 。 


§ 5. 2. 3 ” 算 于 空间 与 共 思 空间 


设 XX 与 Y 均 为 赋 范 线性 空间 , 记 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 全 
体 为 多 (X,Y), 前 已 定义 算 子 加 法 与 数 乘 算 子 , 则 名 (X,Y) 在 算 
子 范 数 的 定义 下 是 赋 范 线性 空间 。 

定义 5.10 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,X 上 的 连续 线性 泛 函 全 体 
记 为 X" , 按 通 常 泛 函 的 线性 运算 与 泛 函 的 范 数 ,CX" ,| 上，|‖ ) 为 
一 赋 范 线性 空间 , 称 为 X 的 共 思 空 间 。 

设 XX 是 赋 范 线性 空间 ,A,BE 当 (X,X), 定 义 AB:X 一 X 如 
下 : 

(4B)(Cz) = A(Bz) (zx € X) 
则 ABE 儿 (X,X). 而 且 , 由 
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148z 委 由 4 :HBzl <lAl :Bl zl 
知 上 4B1 委 1141 .B81. 
定义 5.11 设 包 是 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 ,如 在 多 上 还 
定义 了 乘法 运算 +， y(z,y€ 多 ) 满 足 : 上 zy 和 1zl， yl， 
则 称 多 是 Banach 代数 。 
定理 5.13 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,Y 是 Banach 空间 , 则 
多 (X,Y) 是 Banach 空间 。 
证 明 只 需 证 明 多 (X,Y) 的 完备 性 , 设 {7,} 是 多 (X,Y) 中 的 
Cauchy 列 , 即 Y e>0, 存 在 正 整 数 N 使 得 
1 人 一 Te <e (n,n>N) 
因为 Y zEX, Tz 一 Taz = 7)z| <<), 1 . 
1zl<el zl Gam>>N), 所 以 {7,z} 是 了 中 Cauchy 列 。 因 Y 是 
Banach 空间 , 故 Y 是 完备 的 ,从 而 存在 唯一 的 yEY, 使 得 ‖7,z 一 
3 一 0(n->oo0). 令 Tz=y, 则 7 是 XY 的 线性 算 子 , 目 Y zEX， 
有 
Il7zl< ITz— Tz + 1,zl 
= 7)zl+ ITzl|l (5— 18) 
又 当 * 之 六 时 , (7 一 7)z 上 | = lim |, 7)zl <ellzl, 
而 了， 为 有 界线 性 算 子 , 故 存在 常数 C, > 0, 使 得 7,zx 过 
Czl CYz EX), 从 而 由 (5 一 18) 式 ,17zl < (e+ 
Co 1z1 (oa > NN). 可 见 了 是 有 界 的 ,因此 TE 2(X,Y). 因为 Ve 
>0, 当 n>N 时 ， 
| ey yl ES suP， To 7 Cr) 
= lm 1, — 7.)zll 
所 以 7, 一 了 | 一 0(n 一 oo0), 故 多 (X,Y) 是 完备 的 。 
因为 R 是 完备 的 ,根据 定理 5.13, 所 以 赋 范 线性 空间 的 共 思 
空间 X "是 Banach 空间 。 
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有 限 维 线性 空间 上 的 线性 算 子 与 线性 泛 函 的 特征 如 何 呢 ? 
设 XX 和 Y 分 别 是 x 维和 xm 维 赋 范 线性 空间 ,EE 二 (el,…,e,} 为 
区 的 一 组 基 , 刀 = {b,…,b,) 为 了 的 一 组 基 ,T € BB(X,Y),Y ZE 


X, 则 z+ 二 > 6e. 因 了 是 线性 的 ,所 以 Tz = 小 61% 由 于 ei E 
证 1 i=] 


Y, 故 Te = >)%Wbvi 二 1,2,…,n, 从 而 


j=l 


Tz= DD ems = YD, 
令 47r=(C7)oxw 则 Wi 
Tr= Arr 
当 X 与 了 的 基 确 定 后 ,X 到 了 的 每 个 有 界线 性 算 子 7 唯一 对 应 
着 一 个 mXn 阶 矩 阵 Ar 使 得 
Tr= Arr(r € X) 
关于 有 限 维 赋 范 线性 空间 X 上 线性 泛 函 全 体 , 即 X 的 共 二 空间 
X" ,我 们 有 
定理 5.14 设 维 赋 范 线性 空间 X 的 一 组 基 为 = {ei,e， 
es) ; 则 dimX'= 二 dimX=n, 且 
0，j 闫 上， 
filej) = 6 = A 
4 一 1,2,… 沁 为 X "的 一 组 基 。 
证 明 首先 证 明志 = {fi,f,,…,f,} 是 线性 无 关 集 。 因 为 若 


Df =0, 
k= 
即 YV xz EX,》)afi(z) = 0, 则 取 z 二 6, 有 
R=] 


Dafile) = 0 = 1,2,. on 
| 
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而 Ai(e) = 9, 于 是 0= > cie) = ,i 二 1,2,…,n, 故 工 是 线 
k=1 
性 无 关 集 。 _， 
其 次 ,VzEX, 记 JeD = BYzEXiz= 2 be f(z) = 
4 一 1 


Df) = 六 6p8, 而 
k=1 k=l 


filz)= A > to pa Féfile) 一 名 
j=l ml 
故 
flz) = DBPfilz) 
她 1 


从 而 ,f 二 引 B,fi. 因此 , 工 构 成 X* 的 一 组 基 , 可 见 dimX* 一 中 


§ 5.2.4 R",W1,L? 上 连续 线性 泛 函 的 表示 


在 定义 5. 6 中 ,介绍 了 两 个 赋 范 线性 空间 等 距 同 构 的 概念 , 若 
两 个 赋 范 线性 空间 等 距 同 构 , 则 将 其 同一 化 而 不 加 区 别 , 以 下 的 线 
性 泛 郴 的 表示 及 共 斩 空 间 都 是 建立 在 等 距 同 构 的 基础 之 上 。 

定理 5.15 R" 的 共 固 空间 是 (R")'=R". 


证 明 ”由 定理 5.14 知 ,V JE (R"”)' ,f(z)= Def 
i=1 


一 (和 68) € R"), 其 中 {e1,…,e,} 为 R" 的 一 组 基 ,e = (0， 
0,1,0 0) .记忆 一 Fe 一 1,2 pr 一 (8 
B.)"'. 作 映射 U:(R")" -> R",Uf = pr, 由 Cauchy 不 等 式 有 


91= | Dspl< (De)il Da)! 
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= zl (DB)i= 和 zl .pl 
故 171 过 By 由, 又 当 z 二 By 时 ,1f(z)| 一 上 zB 中 ,从 
EA 


1 8r | ,从 而 有 上 OA = Lerl = 1 ,可 见 避 是 等 距 的 , 易 证 
UU 是 线性 的 双 映 射 ,所 以 (R')* 一 R". 四 


空间 是 满足 > 16 | < co 的 数列 z = (6 6:，….) 全 休 按 通 


常 线性 运算 和 范 数 | z= 16| 所 成 的 Banach 空间 (完备 性 
的 证 明 见 例 5-9) .1” 是 有 界 数列 = = (z,,z,,…) 全 体 按 通常 线性 
运算 和 范 数 | z | - = suplz| 所 成 的 Banach 空间 。 

定理 5.16 4 的 共 固 空间 (1)* = . 

证 明 考虑 人 中 元 素 ei 一 (6%)?21,k 二 1,2,%…,Y XE lz= 


(zz 
[z=— Bel, = 5 lal ~ 0n— 0) 
k=] kn 


故 z= Dxier. 
kl 
Vf EU)',iN= fe) k=1,2,,7 = (X77 ), 则 Y 
€ 个 .事实 上 ,17| = |fledl Sf :el = fF ,k=1, 
2.… 赦 Y= supl7%| < fl 所 以 YE 1*.Y z= (xix 
EE 0, 有 
f(z) = DJ zfle) = Dz (5 — 19) 
k=1 k=1 
另 一 方面 ,YY 一 (07,7,,…) E 1", 对 每 个 EL, 按 (5 一 19) 


式 定义 了 A 上 一 个 线性 泛 函 f, 且 自 [f(z)| < lz Xl 之 
k= 
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17 1 31zl 三 71 -lzl 知 ,f 是 有 界线 性 泛 函 。 


作 映 射 5: (1)' 一 让 ,ao(f) =7, 其 中 7 = 7,7,,…),7, = 
je ,上 二 1,2,…, 则 o 是 (4)* 一 1" 的 同 构 映射 , 且 V f € (7)'， 
lad 有 == 7 ,后 者 是 因为 V z E 1， 


D1 = |Dzml< Hrho zl 
吉 Fl < Yl -又 因为 171 = splz1, 故 yw E N, 存 在 
为 ,使 得 | 区 [> 47 一 二 ,从 而 1fCe)1= 17.1.1> 71。 
一 言 , 而 有 有 二 1 玫 有 A = 1z1 = 1ecP 1 因此 ,GD， 


= 站 . 


定理 5.17 “( > 的 共 乌 空间 (7)* 二 必 , 其 中 十 十 i1= 


口 


证 明 取 e = 一 (oo)Po 一 1,2，… “el,=1, 故 ei € 人， 


4 = bam Vr = (rr) € 1 |z— Del, = 
t=1 


( 六 za oo -> co)， 故 z 王 Bae 


hntl 
VfE€EL,i 记 B= flen), k= 1, 2 "B= (Bi,B,,…), 则 PB €E 
人 这 是 因为 , 若 取 
Wa k<n 有 BO, 
0， 4 二 ?或 =0 
三 二 (19) 这 1, 则 


ial,< (有史 | 几 < 
1<kt<n 


故 志 E2. 而 
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flz) = 2 EPP = pi 
4=1 


4=1 


法 
les Hl, 
DEAL TD 
所 以 > 
Dial< TAI (Fien) 
从 而 四 和 
(Blat)i< 17l 
令 rco 得 ” 


lalo= (PIB)<NA 620 


故 BE RXYzxELl,r= (Cryzi…), 则 工 二 六 neo, 由 太 的 线 
性 性 ， 
f(z) = > za (5 — 21) 
给 定 /E (4?)" ,存在 唯一 的 B= (8 ,8 ，…) € ,使 得 (5 一 20) 式 
成 立 , 反 之 ,VY 8 = (Bi,B,…) E 6, 按 (5 一 21) 式 ,可 定义 1 上 一 
个 线性 泛 函 ,由 Holder 不 等 式 
Mo1S (Dla Den)! EN 


(5 — 22) 

大 为 1* 上 有 界线 性 泛 函 。 
作 映 射 r: (092) "一 6,Y Fe (1)* (站 一 8,8 如 上 所 述 , 则 由 
(5 一 20) 与 (5 一 22) 两 式 知 1 5 =181-=1rcm i , 且 知 + 为 
线性 双 射 , 故 (1?) "=. 口 
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对 于 进一步 的 赋 范 线性 空间 的 有 界线 性 泛 函 的 表示 与 结构 的 
研究 ,需要 Banach 空间 的 一 些 重要 的 基本 定理 。 我 们 在 下 一 节 中 
进行 讨论 。 


§ 5. 3 ”Banach 空间 的 基本 定理 与 应 用 


本 节 主 要 介绍 赋 范 线性 空间 和 Banach 空间 中 的 四 个 基 个 定 
理 , 即 线性 泛 函 延 拓 定理 ,一 致 有 界 原理 , 开 映 像 定 理 和 闭 图 像 定 
理 。 其 中 线性 泛 函 延 拓 定理 被 称 为 泛 函 分 析 的 基石 。 该 定理 有 许 
多 重要 的 应 用 ,如 利用 它 可 得 到 CC[a,5]) 上 有 界线 性 泛 函 的 表 
示 , 可 得 到 伴随 算 子 的 有 关 结论 而 一 致 有 界 原 理 给 出 了 有 界线 性 
算 子 序列 {7,} 有 界 的 充分 条 件 , 它 已 被 应 用 于 Fourier 级 数 及 其 收 
但 性 ,数值 积分 等 领域 中 。Banach 空间 的 不 动 点 定理 及 应 用 也 将 
是 本 节 的 内 容 。 


§ 5.3.1 线性 泛 函 延 拓 定 理 


定义 5.12 度量 空间 (X,d) 被 称 为 可 分 的 ,如 果 存在 X 的 可 
数 子 集 M, 使 得 用 二 XX, 其 路 为 M 的 闭 包 。 
定义 5.13 线性 空间 X 上 的 一 实 值 泛 函 p 称 为 次 线性 泛 函 ， 
如 果 p 是 次 可 加 的 , 即 满足 
(1) p(x+y)<p(r)+ply) ,YY xr,yEX; 
(2) plazr)=ap(z),Y a>0,7EX. 
定理 5. 18 Hahn-Banach 定理 设 X 是 实数 域 R 上 的 赋 范 线 
性 空间 ,p 是 X 上 的 连续 次 线性 泛 函 ,f 是 定义 在 X 的 子 空间 M 
上 的 线性 泛 函 且 满 足 |f(z)1<p(z)(Y xEM), 则 存在 XX 上 的 线 
性 泛 函 上 ,使 得 |F(z)1<pCz)(Y zEX), 且 天 lw 一 太 
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证 明 此 定理 对 任意 赋 范 线性 空间 都 成 立 ,我 们 只 对 X 为 可 
分 空间 的 情况 给 出 证 明 。 这 里 ,所 谓 X 为 可 分 空间 是 指 存在 X 的 
可 数 子 集 4, 使 得 4 二 X. 不 可 分 时 用 Zorn 引 理 , 见 [8j. 

设 ro。EX\M, 记 [M 二 zoj] 二 y 十 tzo,;yE M,tER. 假设 存在 线 
性 泛 隙 所 :[M 十 zoj 一 R, 使 得 Fi(r) 才 p(x)(V xE[M+zo]) 且 
iw 二 了 ,| 应 满足 什么 条 件 呢 ? 因 Y zxE LM 十 zo], 有 z=y 十 tzo， 
y EM ER FT)=R (yttro) = (y) +th zo) = fy) +i 
《zo). 记 qm 二 (zo). 当 t0 时 ,由 F(z)p(x)(V xz€E[M +zoj， 
知 

f(y) + taoo < ply + txo) 

从 而 


wo S— fF) + pT +z) 


因 E M, 故 需 


mE— f(y) +p ytzr)lyV yy EM) (5— 23) 
当 t<0 时 , 记 w= 一 :>0. 由 人 (xz)<p(z) 知 fy) 一 wao 攻 pby 一 
uzo) ,从 而 有 wm 之 f( 尖 ) 一 p( 学 一 zo), 因 之 EM 故 需 
mo fy) — plys — zo)Y y, EM) (5 一 24) 
由 (5 一 23) 式 和 (5 一 24) 式 ,ao 需 满足 
f(y).— plys — zo) S— fly) + phy + zl yy E M) 
这 样 的 a 是否 存 在 ? 注意 到 Y y ye EM,f yty) Sply tr — 
Tot ye) Ep N+ xo) + ply — zo) ,fy ys) =f(y)+f(y), 
故 
ya) — plys — Zo) SC ply zo) — fy)Y yy EM) 
从 而 
sup{f GO) p(y—z)}< inf (ply 十 ro) — f(y)} 
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取 m 使 得 sup{f(>) 一 p(y— 7)} So inf (ply + zo) — f(y)} 
即 可 。 

因为 X 可 分 , 故 存在 可 数 稠密 集 {y, ,>y;，…} ,从 {21 2 小 中 
选 出 子 集 {zi,zz,…}, 使 得 {zi,zz,…} 本 身 为 线性 无 关 组 , 且 与 M 
线性 无 关 , 再 与 M 一 起 生成 在 X 中 稠密 的 子 空间 &. 

根据 前 述 方法 ,将 从 M 延 拓 到 [M 十 zo 十 1], 再 延 拓 到 [M 
十 To 十 zi 十 zj, 依 此 下 去 ,可 将 f 延 拓 到 QQ, 记 为 Fo. 由 |Folz)1 
三 p(X)(V x E Q) 及 pp 的 连续 性 知 Fe 在 Q 上 连续 .Y x EX, 存 
在 x, € Qn = 1,2,°"%,|zx, — zl 一 0C0o 一 co), 令 R(z) = 
limFalz,). 这 个 极限 的 存在 是 因为 |Falz,) 一 Fo(zxn)| 科 
上 fo zx, 一 zm 站 .可 知 ECz) 的 定义 不 依赖 于 zx, 的 选取 ,因为 若 
TEQ, Nr mz On o0), 则 IFo(z) — Folz,)| = |Fa(z' 
—T)S Fo lz 一 xz < Fol bes 十 省 xz 一 
TI 0(n— co)。 

推论 5.19 ” 设 / 是 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 M 上 的 有 界线 
性 泛 函 , 则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 ,使 得 Fx = film， 


Flin = f， 其 中 Flx = ,sup lzcol fl = 
sup |f(z)]|. 
EM,1zl=l 


证 明 ”在 定理 5.18 中 , 取 户 (z) = 上 了 | we 站 zi 即 可 。 

推论 5. 20 (有 界线 性 泛 函 ) 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,zx。 承 0 是 
XX 的 任意 一 元 , 则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 下 ,使 得 Fl = 1， 
F(zo) = | zo. 

证 明 考虑 X 的 子 空间 M = {azola € R). 在 M 上 ,定义 线 
性 泛 函 f ,f(azo) 一 “| zol , 则 由 |fCar)| = az 及 xz, 闫 0 
知 fl = 1. 由 推论 5.19, 存 在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 忆 , 使 得 
lelx= 1flw= 1,Fly = f, 从 而 F(zo) = f(zo) = | zol. 
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由 推论 5. 20 易 得 
推论 5.21 对 赋 范 线性 空间 X 中 每 一 个 +, 有 
zl = sup TF 


JEX /#0 
当 zoEX 满足 VY fEX' ,f(zo)=0 时 ,有 zo=0 
证 明 记 z 一 z, 由 推论 5. 20， 
|FGz)1| IF(z)| _ 
ee TAT > -TET et 
其 中 所 为 推论 5.20 中 的 线性 泛 函 。 又 |f(z)| 记 上 fi， 上 zl , 故 
有 


sup Dz 口 
| 
线性 泛 函 延 拓 定 理 5. 18 及 其 推论 5. 20 有 许多 重要 应 用 ,下 
面 介绍 两 个 典型 应 用 的 例子 。 


第 一 个 例子 是 关于 CC[a,6]) 上 的 线性 泛 函 的 表示 问题 。 为 
此 , 先 介 绍 有 界 变 差 函数 的 概念 ,定义 在 CC[a,5]) 上 的 函数 ww 称 
为 有 界 变 差 函 数 ,如 果 


Var(w) A sp> [Iwt) 一 wt )| < co 


其 中 上 确 界 是 对 区 间 [a,] 的 一 切 分 划 
a=t<ii<…<t=b 
和 VY nEN 而 取 。 以 BV[a,b] 记 [a,b] 上 有 界 变 差 函 数 全 体 所 成 空 
间 ,Y zwE BV[a,] 令 
wll = lw(a) | + Var(w) 
则 可 验证 (8V[a,5], e， | ) 是 赋 范 线性 空间 。 回 忆 第 三 章 关 于 
Riemann 一 Stieltjes 积分 的 概念 ,我 们 有 
定理 5. 22 (Riesz 定理 ) Y f€EC([a,6])* ,存在 唯一 的 wE 
BVoLa,6b], (BVo[a,6] 是 BV[a,6] 中 满足 wla)==0 的 元 素 全 体 ) 使 
得 
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f(z) 一 [zaw ey XEC([ab]))) (5— 25) 


且 1 fl= Hwll. 
证 明 如果 (5 一 25) 式 成 立 , 我 们 看 w() 应 具有 怎样 的 特征 ? 
易 知 


二 | 1 dwlt) = xa dwt) 


其 中 

l,a<i<é 

0,f<ti<b 

Xt 为 [4,6] 上 有 界 函 数 。 因 此 ,首先 必须 将 连续 线性 泛 函 从 C 
《[a,6]) 会 C 延 拓 到 有 界 可 积 函 数 空间 BC[a,68]) 人 AB 上 ,其 中 8 
上 范 数 定义 为 1z 一 sup,|z(2) 1(zE 8) 这 由 推论 5.19 知 V JE 
Cl[a,6]) ,存在 FEB, 使 得 F=f 有 且 Fec=. 

对 Xta,aq€E8B 记 h( 人 二 F(Xc.g), 则 可 证 : 

(1) h€ BV[a,b]; 

(2) 令 w(z)==h(z) 一 h(a), 有 

F(z) = [zaw oy z € C([a,b])) 
且 f= 上 wl ,这 里 上 wl =Var(w). 

由 (1) ,C2), 作 映射 7:CC[a,56])* 一 BVo[a,b],Tf=w(Y f€ 
Cl《[a,6]) "), 则 知 7 为 保 范 同 构 映 射 ,因此 CC[a,56])" =BVo[a， 
b]. 

往 证 (1), (2). 设 [a,6j 的 一 个 分 割 为 

4a=to<ti<…<h=b 
记 6=sgn《hG) 一 h(i_1)) ,i==1,2,…,n, 则 


Xt (ft) = | 


DY 1h) — Re,_)| 
i=l 


177 


= D(A) 一 AD》 


= DOAF (XE) — FX 11))} 


i=] 
Fl( 2 6 Xe 有 | 
i=1 
因此 
DNAG) 一 AD 


< Dea — xe |= IA < 
从 而 Varkh) 之 上. 于 是 he BV[a6],(1) 得 证 。 
至 于 (2),Y zEC[a,5]), 取 [4,6 的 分 割 :a=t6<h 之 … < 之 4 
一 b, 记 6 一 max li 一 -由 令 
wO= DY zl) LXeoe — Xi 1 ] 
则 
POD)= Dr) FX) 一 天 (kt 1)) 


ot 
a Sab) wd) — w(t_1)) 
由 于 当 3>0 时 ,uz 有 一 sgp le 一 z(O1-0, 故 Fo 
(Zz) (6 一 0) 。 由 Stieltjes 积分 的 定义 ， 
limF (ww)= Wm Dz wt) — w(t_1)) 


= [zawee) 
所 以 
站 
F(z) = | Z(t)dro(t) 
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由 Stieltjes 积分 的 性 质 知 
IF(z)| = eawo | < zl Var(w) 


故 f= 上 FI 和 Var(w). 由 Var(h)==Var(w) 及 (1) 中 证 明 的 
Var( 有 过 上 ff 知 ,VarCrw) 志 上 .所 以 f= 二 Var(w). 回 

第 二 个 例子 是 关于 所 谓 线性 算 子 的 伴随 算 子 之 范 数 。 

定义 5.14 设 X 和 Y 是 赋 范 线性 空间 ,7':X 一 Y 是 有 界线 性 
算 子 , 则 称 算 子 7"*:Y*->X*,Y g€Y,(1"*g)(z)=g(1z)(Y rE 
X) 为 了 的 伴随 算 子 ,其 中 X" ,7 了" 分 别 为 X 和 了 的 共 斩 空 间 。 

定理 5. 23 有 界线 性 算 子 了 的 伴随 算 子 7 "是 有 界线 性 算 
子 , 且 17* = 中 27. 

证 明 先 证 算 子 和" 是 线性 的 。 这 是 因为 ,Y' 是 线性 空间 ， 
V gg2EY' ,a,BER, 

1""* (agi + Bg2) (7z) = (agi + Bgs) (Tz) 

= agi(T7z) + Bgs(Tz) = a(l'"g)(z) + BOT gs) (x) 
其 次 ,需要 证 明 上 7* == 上 TH, 由 于 7*gl= gC) 中 < 
gl， 人 LT 故 1 人 和 1. 

另 一 方面 ,V ToEX， 当 有 Tzo | 天 0 时 , 记 yo 一 Tzo 天 0， 由 推 
论 5. 20 知 ,存在 goEY" ,使 得 上 go 上 =1,go(yo) 一 y%. 由 于 人 "go 
三 gol(7) 是 X 上 有 界线 性 泛 函 , 所 以 7"*go 上 go 有 7, 从 
而 


NTzoll = yl = gd) = glTzro) 
= 1g) zd) < lgl :lzoll 
lel :lzl = 7 :zl 

当 T(zo) 一 0 时 ,上 式 自动 成 立 ,因此 7 二 上 7*. 口 


§ 5. 3.2 一致 有 界 原理 


设 藉 是 Banach 空间 ,Y 是 赋 范 线性 空间 , {1.,nE N} 是 X 到 
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Y 的 有 界线 性 算 子 序列 ,如 果 Y xz€EX,{7,z,n€EN} 是 Y 中 有 界 
集 , 即 {7,z,nEN} 有 界 ,要 问 { 7, ,nE N} 是 否 有 界 ? 一 致 有 界 
原理 给 出 了 肯定 的 回答 。 首 先 磁 到 这 个 问题 的 是 P. du Bois Rey- 
mond 在 给 出 连续 函数 的 Fourier 级 数 发 散 的 例子 时 。 

记 ( 一 ,十 co) 上 以 2 为 周期 的 连续 函数 全 体 为 Cx, 若 zxE 
Ca 定义 


zl = max.lzG| 
则 (Czx, e ， 中 ) 是 Banach 空间 。 而 z(t) 的 Fourier 级 数 为 
DP + > (aucoske + bsinke) (5 — 26) 
k=1 


其 中 
A + z(t)cosktdt,k = 0,1,2,.. 
Le 


6.= 4/ zsinkdtk = 1,2,. 


Reymond 利用 一 致 有 界 原理 证 明了 :V to。€ R,x € Cs, 使 得 zx 的 
Fourier 级 数 在 tt。 不 收敛 于 xz， 即 z(to) 天 


ln (名 十 六 (acosks + bsinkto)) ,从 而 提醒 人 们 ;即使 是 连续 


函数 ,也 不 一 定 有 z(t) 一 2 十 》 (acoskt + bsinkt),t € (— oo, 
k=1 


吕 ) ,具体 的 证 明 放 到 后 面 的 例 5-17 中 去 。 

定理 5.24 〈 一 致 有 界 原理 ) ” 设 X 是 Banach 空间 ,了 是 赋 范 
线性 空间 ,7,:X 一 Y 是 有 界线 性 算 子 序列 , 如 果 V ze X， 
{7.z 中,n € N} 有 界 , 则 {1 7,1 ,nE N} 也 有 界 。 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 介绍 下 列 重 要 的 开 映 射 原理 和 逆 
算 子 定理 。 

定义 5.15 设 X 和 YY 为 度量 空间 ,映射 T':dom(T)—rng 
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(7)CY(dom(7)CX 为 了 的 定义 域 ) 称 为 开 映射 ,如 果 了 将 dom 
(了 7) 中 开 集 映射 到 mg(7") 中 开 集 。 

定理 5. 25〈 开 映射 原理 ) 设 了 是 Banach 空间 X 到 Banach 
空间 Y 的 有 界线 性 算 子 且 7X=Y, 则 了 7 是 开 映 射 。 

证 明 略 (可 参见 [2]) 

定理 5. 26〈 逆 算 子 定理 ) 设 X 和 Y 都 是 Banach 空间 ,7' 是 
XY 的 有 界线 性 算 子 , 且 实 现 X 到 Y 的 一 一 对 应 , 则 逆 算 子 7! 
必 是 有 界线 性 算 子 。 

证 明 道 算 子 的 存在 性 与 线性 性 可 直接 验证 。 往 证 1! 的 有 
界 性 。 

因 7:X->Y 是 有 界线 性 算 子 , 且 7X=Y, 由 开 映 射 原理 ,对 于 
X 中 开 集 5(0,1)= {zlzEX, zl 二 1},75S(0,1) 是 Y 中 开 集 ， 
因 0E€ TS(0,1), 故 存在 e 之 0, 使 得 SC(0,e)CTS(0,1), 于 是 有 : 
VyES(0,0) ,1 TIyE S(O0,1) ,BY yEY, | yl <e, 有 N17-'y) < 


1 YEY, 当 | ?有关 0 时 , 令 x 一 区 则 1 一 计 <e, 从 而 
有 1 <1. 由 7 的 线性 性 ,77 有 =g T1771y 1 < 
] 所 以 有 1 二 1 二. 当 1 让 = 时 ,用 7-:y‖ =0, 从 


而 亦 有 1 72:y 上 往生 1 > 上. 因此 ,上 7-: 1 入 之 <co,7-: 是 有 界 
线性 算 子 。 口 

推论 5.27 设 线性 空间 X 上 定义 了 两 个 范 数 ‖ 。 1， 
上 1。 如果 CXK,， 上，1 2 和 CXK,‖| 。| 2 都 是 完备 的 赋 范 线性 
空间 , 且 ‖ ，|, 关于 |。 1， 连续 , 即 存在 常数 C:> 0, 使 得 | 
上:<Ci lz 中 i,, 则 上 * 中 关于 1 。|| ;也 连续 。 

证 明 设 以 上， 为 范 数 的 Banach 空间 X 为 ,, 作 恒 等 映 
射 1 一 Ea,7(z)=z, 由 于 zl,<C zx 上 ;, 故 了 是 有 界线 性 算 
子 ,由 逆 算 子 定理 知 ,7:; ~ 局 也 是 有 界线 性 算 子 , 即 存在 常数 
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C1>0, 使 得 上 zi 志 CGi zs,(Y zEE2). 故 上 ， 中 关于 
1 也 连续 。 

逆 算 子 定理 在 谱 论 研 究 中 有 重要 的 应 用 。 

定理 5. 24 的 证 明 ”在 Banach 空间 (X, 外 ， | ) 上 定义 另 一 
个 范 数 | ， 1 如 下 ,Y xEX, 令 

zl 一 max{lzll sup 让 

则 上 ， 上; 也 是 关上 的 范 数 , 且 (X, 外 ，l 为 Banach 空间 。 

事实 上 ,由 于 zl 之 zl 之 0, 且 由 于 {| 76x 上 ,nEN) 是 
有 界 集 , 故 上 rl 二 2o(Y xEX). 又 由 zj =0 二 > 上 z=0Gzr 
=0. 而 Y ER,rEX, ar,=max{ ar, lalsup 7.x 1 }= 
lal lzh, XY zyEX, Trt lrl+ Tyl < 
sup | Yuz | 十 sup 7%y 中 .由 此 可 知 

lz+t+ylie lrli+ Hy 

设 {zojSX 按 由 ， 1 是 Cauchy 列 ,由 zl 过 中 z, 中 故 
{zn} 按 上 ， 上 也 是 Cauchy 列 , 而 (X, | 外，|) 是 完备 的 , 故 存在 xz。 
EX, 使 得 | rz 一 zo| 一 0 一 ceo),Y e>0,3 NEN, 使 得 | xz 一 zw 


< 到 Com>N)， 从 而 有 


和 zz, 一 ao 上 < 到 及 下 (一 z) 放 << 诗 oo > N) 
令 mco ,由 7 的 连续 性 , | z, 一 ao 福王， Tizo 一 zl 生计 


CaN) 12，| zs 一 zol 1<Z >N). 所 以 ,zx 一 zo 一 
0(n>co0), 可 见 (X, 上 。 中,) 是 Banach 空间 。 

由 推论 5. 27 知 ,存在 常数 C>0, 使 得 zl ,<Cl zl (rE 
XX), 即 max{ zx 上 ,sup 7,z 有}<CHz 有 ,从 而 sup 17,z 上 才 C 


jz, Triaclzl ,n=1,2,…. 于 是 有 sup 7, 上 <C， 口 
下 面 ,利用 一 致 有 界 原理 ,证 明 连续 函数 的 Fourier 级 数 有 发 
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散 点 。 
例 5-16 对 于 任意 io€R, 存 在 EC 使 得 zx 的 Fourier 级 数 
在 处 发 散 。 
证 明 不 妨 设 zm 一 0( 否 则 令 w=z 一 to 即 可 ). 在 Coe 上 ,定义 算 
子 了 :Ce 一 R 如 下 : 
Tsz 一 圭 Say TE Czar 
k=1 
利用 a 的 表达 式 , 可 知 
1 
sin(n 十 三) 
Tsz 一 『 一 一 


msin ~ 
2 


in 十 让 
12z1= | ze ——— a 
nsin 


sin(n 十 Yt 


nsint 


dt 


re 
< max zco1| 
一 AS4Sx 一 


二 出 
Sn( 和 二 Plc em 17,zl sc zl . 故 


eC. = | 
xsint 
了 ,为 有 界线 性 算 子 ,Y n E N, 如 果 { 有 7,z | } 为 有 界 集 , 则 由 一 至 
有 界 原理 知 {7', ‖,n E N} 为 有 界 集 。 但 是 ,可 证 明 
el 隐 ， 1 
17. = t| sin(n 十 pA 
| Asint 


故 必 存 在 某 个 ZE Co., 使 得 { 中 1,z ,mnEN} 是 无 界 集 , 从 而 过 的 
Fourier 级 数 


dt 一 co 一 co) (#) 


P+ DB) Careosks + bsinks) 
k=1 
在 4 二 0 处 发 散 。 


Ni 
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sinCn 十 二 
关于 (* ) 式 的 证 明 : 记 包 (= 一 二 一 , 则 


nxsint 
1 < lp a 
V e>o, xzECs, 上 zl =1, 使 得 


Jf 区 O 一 senCp()) pC dt |< e 
从 而 ,对 这 个 z， 


[7,(z)| 关 一 [i = + senCpa(1) padi| 
1 
十 元 _SEn( 户 (ti)) 户 (t)dt 
je 
> tf 1p. 1a 本 

1z1 = 1, 故 知 17.1 = 
1 
2 1p.(2)dt. 由 于 


sin 中 < 7E [0,2x], 则 


有 sinCn 十 去) 
1z1= | 


sin 一 


1 
2 fax sin (7 十 2) 
sah i 


7 lsinel, 


dt 


(k++ De 本 
> wi) |sino|dv 


1 
+ 口 
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§ 5. 3. 3 强 收 敛 和 弱 收 全 


定义 5.16 赋 范 线性 空间 X 中 序列 {z,} 称 为 强 收敛 的 (或 称 
依 范 数 收敛 的 ), 如 果 存 在 zxEX, 使 得 
lim ‖ ze 一 工业 一 0 
zz 被 称 为 {z,} 的 强 极 限 , 记 为 lmz, 一 z. 
称 {zx,} 己 X 是 弱 收 敛 的 ,如 果 存 在 TE€EX, 使 得 对 任意 的 f€ 
X' ,limf(z,)=f(z), 记 为 zz 
引 理 5.28 设 {z,} 是 赋 范 空间 中 弱 收 敛 序 列 , 则 
(1) {za) 的 弱 极 限 z 是 唯一 的 ; 
(2) {zo} 的 每 一 子 序列 都 弱 收 敛 于 zi 
(3) 序 列 { ‖z, 上 } 是 有 界 的 。 


证 明 (1) 设 六 z, 又 已 写 y, 则 Y FEX' ,f(z 一 f(D) 且 / 
(Czo) 一 7(y). 由 数列 极限 的 唯一 性 , f(z) 二 f(y). 于 是 f(x) 一/ 
(y)= 二 f(z 一 y)==0, 从 推论 5.19 知 zx 一 y=0, 即 z=y. 

(2) 由 数列 极限 的 性 质 而 得 。 

(3) 对 zx EX,n 二 1,2,…,z, 之 zx. 因 {f(z,)} 是 实数 序列 , 且 
lim f(zx,) 存 在 ,于 是 {f(z,)} 是 有 界 的 , 即 存在 Cr> 0, 使 得 
[f(zw)1<Cy,n==1,2,… 对 每 个 nEN, 定 义 X' 上 线性 泛 函 g, 如 
下 : 

gr(f)= f(z),(V ff EX') 
X“ 是 Banach 空间 , (X*)" 是 赋 范 线性 空间 , 由 推论 5. 21 ,其 范 数 
定义 为 


3 = |zl (5—27) 


Ig.l = 
/EX'.1/1zx0 
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又 YEX'",{1gsCF) ,EN} 是 有 界 的 ,由 一 致 有 界 原理 知 
{gnEN}={ zx 趾 ,nEN} 是 有 界 的 。 白 
定理 5.29 设 {z,} 是 赋 范 线性 空间 X 中 序列 , 则 


(1) 1 zx, 一 站 0nro00) rz; 


(2) 如 果 dimX<co, 则 xxz | zx, 一 工 上 一 0Cz 一 co). 
证 明 (DY fEX'*,|f(z)—f Cz)|=1f(z—z) | | fl 


“zx 一 + 上 一 (x 一 o0). 故 zr. 


(2) 设 Zz, 过 z 且 dimX=h,{errezy…sel} 为 XX 的 一 组 基 , 记 

Zn = alWe + abVes dt "+ ofVeisn = 1,2,., 

工 一 ael 十 azes 十 … 十 oer 
考虑 如 下 的 fi,f，… ,fi， 

filem) = nrjom = 12 

则 /EX' ,j==1,2,…,&, 从 而 

| Aiz — f(T) | 一 0 一 oo) 一 1 2 
而 

万 (za) = a f(z) = j= 1,2 hn = 12 

故 eaj(n>00),j 二 1,2,…,k, 于 是 


和 
zx, 一 | 一 [2 | 


<DI js el 一 oo 一 0) 


考察 一 些 具体 的 赋 范 线性 空间 的 弱 收 化 的 条 件 是 有 趣 的 , 见 
本 章 习题 23(1? 空间 中 弱 收 敛 的 充分 必要 条 件 ) 。 

由 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 有 界线 性 算 子 全 体 
按 算 子 范 数 12 1 一 ,suP ,1 7z 外 组 成 的 赋 范 空间 多 CX->Y) 中 算 
子 序列 {7.} 有 三 种 收敛 性 : 
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(1) 按 多 (X>Y) 中 范 数 收敛 , 称 之 为 一 臻 算 子 收敛 ; 
(2) 在 Y 中 人 Tsz)} 的 强 收 敛 , 称 之 为 强 算 子 收敛， 
(3) 在 Y 中 {7,z} 的 弱 收 敛 , 称 之 为 弱 算 子 收敛 。 
如 果 考 虑 X 上 的 有 界线 性 泛 函 序列 { 九 } 的 收敛 性 , 则 只 有 两 
种 情形 : 强 收敛 (对 应 (1)) 和 弱 " 收敛 (对 应 (2) 和 (3)), 因 为 Y=R 
或 C( 复 数 空间 ) 是 有 限 维 空间 ,而 由 定理 5. 29 知 有 限 维 赋 范 线性 


空间 中 的 强 收敛 与 弱 收 敛 是 等 价 的 。 
定义 5.17 设 X 和 Y 是 赋 范 线性 空间 , 称 算 子 序列 {7,}SB 
(X-~>Y) 为 


(1) 一 致 算 子 收敛 ,如 果 存 在 TE 多 (XY) ,使 得 lim 17,~ 
TI|=0; 
(2) 强 算 子 收敛 ,如 果 V TEX, lim 17.z—7z| =0; 


(3) 弱 算 子 收敛 ,如 果 Y xEX,1,z>7z. 

称 赋 范 线性 空间 X 上 的 有 界线 性 泛 函 序列 {f,} 强 收敛 , 若 存 
在 /EX" ,使 得 lim 1 f. 一 fl 中 =0. 称 {f.} 弱 "收敛 ,车 存在 FE 
XX' ,使 得 VY ZE€X，,f,(zx)>f(z) (n>00). 

注 1 一 致 算 子 收敛 蕴含 强 算 子 收 全 ,此 因 上 7,z 一 7z 1 过 
7 一 7 。z 中. 而 强 算 子 收敛 缠 含 弱 算 子 收敛 ,此 由 | (17,x) 
一 KGTz)| 委 1 :77z 1 可知。 

注 2 考虑 X* 上 的 有 界线 性 泛 函 全 体 , 记 为 X"". 对 于 每 个 
固定 的 xEX, 定 义 X" 上 的 线性 泛 函 g 如 下 : 

gD = /0Y f EX') 
则 可 知 g 是 X" 上 有 界线 性 泛 函 。 作 映射 $:X 一 Y** ,8(z) 二 g, 则 
$ 是 线性 的 。 将 X 视 为 X"' 的 子 集 , 当 $ 是 一 一 对 应 时 , 则 有 界线 
性 泛 函 序列 { 记 ) 弱 "收敛 于 太 , 等 价 于 在 X "上 ,六 太 

引 理 5.30 设 X 是 Banach 空间 ,Y 是 赋 范 线性 空间 ,7,.€ 多 
(X77 了 ),n=1,2,…, 若 上 7 一 7 一 0, 则 TE BX>Y). 
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证 明 ”只 需 证 明 7 的 有 界 性 ,因为 ,Y zEX, Tsz 一 Tz| 一 
0, 故 对 每 个 zxEX,{17Yvzll} 是 有 界 的 ,又 X 是 完备 的 ,根据 一 至 
有 办 原理 ,{ 7, } 是 有 界 的 。 设 上 7 三 C,xn=1,2,…, 从 而 ， 
VYzEX ,Tszi 和 lzischzl, 由 此 推出 让 7Yzi 和 C 
1 zl , 故 1 六 C， 

定理 5.31 设 X 和 Y 都 是 Banach 空间 ,Tv6E 多 (XY), 则 
{7,} 强 算 子 收敛 的 充分 必要 条 件 是 

(GD) {中 7 } 有 界 ， 
(2) 对 X 的 稠密 子 集 M 中 每 一 z,(T,z} 是 Cauchy 序 
列 。 

证 明 ”只 证 充分 性 。 设 条 件 (1),(2) 成 立 。 由 (1) 有 上 7 上 1 过 
Csn==1,2,….Y XEX, 要 证 {7,z} 在 Y 中 强 收敛 。VY e>0, 因 用 = 
X, 故 存在 yE AM ,使 得 上 xz 一 y 过 e. 由 (2) 知 {7%y} 是 Cauchy 序 
列 , 故 存在 NEN, 使 得 

Ty 一 了 <elm,n> N) 
当 n,m>>N 时 ,由 上 式 有 
上 az 一 了 az 
lz Ty + (Tyo Ty + Ty CO— 7,zl 
zyl+t yo Tyh 二 TCy 一 xz) 
<C*et+et+Ce= (2C 十 1)e 
故 {Twz} 是 Y 中 Cauchy 列 , 因 Y 是 完备 的 ,所 以 (Tvz} 在 了 中 依 范 
数 收敛 。 


§ 5. 3.4 闭 图 像 定理 


定义 5.18 设 X 和 Y 是 赋 范 线性 空间 ,了 T:X->Y 是 线性 算 
子 , 称 7 为 闭 线性 算 子 ,如 果 它 的 图 
graph7 = {(z,y)|z € dom(T),y = Tz} 
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在 赋 范 线性 空间 XXY 中 是 闭 的 ,其 中 XXY 的 线性 运算 定义 为 a 
(xz19y1)+B(r2,y2) = (axithr,ay +By) a, BER,TEX, YE 
了 ,i==1,2) , 范 数 定义 为 上 (zxz,y) 让 = 上 zi 十 站 > 让 . 

关于 闭 线性 算 子 了 有 界 的 条 件 , 有 

定理 5. 32 闭 图 像 定理 设 X 和 Y 是 Banach 空间 ,1':X>Y 
是 闭 线性 算 子 ,如 果 dom(7) 为 X 的 闭 子 集 , 则 算 子 全 是 有 界 的 。 

证 明 记 多 =graph7 一 {(z,y)|zEdom(T) ,> 一 Tz) .由 于 了 
是 Banach 空间 ,dom (7') 是 闭 集 , 所 以 dom(7') 是 Banach 空间 。 定 
义 算 子 P: 多 一 X,P(z,Tr)=z,Y TE dom(7). 这 个 算 子 称 为 投 
影 算 子 。V (zi,Tz) ,a ER,i=1,2,Pla (xi, Tz) + a (ro, Tr)) 
二 qz 十 wz 三 QP(z1,1'z1) 十 qsP(Ts,Tx,) ,PP 是 线性 算 子 。 

VY CzTzDE 多 ,PTz)i 一 zl 和 llzl+llrzl= 
1 zz) 用, 故 目 PP 入 1,P 为 有 界 的 。 当 (z,7Tz) 天 (y,Ty) 时 ， 
则 或 者 天? 或 者 z==y,7z 关 7y, 但 7 是 算 子 , 故 当 z=y 时 ,Tx 
三 7y. 因此 , 必 有 Zz 关 y. 从 而 忆 (z,Tz) 一 z 天 ?> 一 PC Ty). 故 己 
是 一 一 对 应 的 。 于 是 逆 算 子 P-! 存 在 ,P-::dom(7) 一 多 . 因 dom 
(了 ) 是 闭 的 ,从 而 dom(Z) 是 完备 的 ,由 逆 算 子 定理 ,P-!: 是 有 界线 
性 算 子 , 故 有 上 (xz,7z) = 1 P-zlsiP-il zl 因此， 
VxrEdom(7), | Tz) zz,TDNSNP zl, rl 
和 外 P-||, 故 作 是 有 界线 性 算 子 。 口 

注 1 闭 图 黎 定 理 在 验证 某 个 线性 算 子 是 连续 时 经 常用 到 ， 
尤其 在 用 泛 函 分 析 方法 研究 偏 微分 方程 时 很 重要 。 

注 2 闭 图 像 定理 中 dom(7") 为 闭 集 不 能 少 ,否则 ,存在 无 界 
线性 算 子 人 ,使 得 graph7' 是 闭 的 。 

例 5-17( 微 分 算 子 ) 设 X 是 [0,1] 上 具有 连续 导 函 数 的 函数 
全 体 ,了 一 C[0,1], 在 X 和 Y 上 的 范 数 都 定义 为 : f=sup{ | 了/ 
(1,4E [0,1]),(Y fEX,TfEY).X 不 是 Banach 空间 ,定义 线 
性 算 子 7:7f= 户 ,(YV fEX.) 如 果 {f,}CX, 在 XXY 中 ,(f,,1) 


189 


一 (fg5), 则 {( 矿 } 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 g, 因 此 ， 
1O 一 AGO = fds ~ ecydstn — oo) 
而 f(D 一 帮 C0) 一 f(D) 一 fC0) (n>o0), 所 以 
fl) = fC0) 十 |.gas 


从 而 广 (1)==g (2), 故 graph7' 是 闭 的 ,于 是 7 是 闭 线性 算 子 。 但 
是 无 界 算 子 , 此 因 对 fC)=t*,i€[0,1], 上 f=1,(7f,) (4)= 
MtE[0,1] ,7 让 =2 一 co, 一 co). 所 以 T=%. 

从 例 5-17 知道 ,微分 算 子 工 是 闭 算 子 ,但 不 是 有 界线 性 算 子 。 

关于 线性 算 子 为 闭 算 子 的 条 件 有 

定理 5.33 设 X,Y 都 是 赋 范 线性 空间 ,7:X-~>Y 是 线性 算 
子 , 则 是 闭 线性 算 子 的 充分 必要 条 件 是 : 当 xz, 一 zx,(V myzeE 
dom(7)) 且 7z~>y 时 ,有 zxEdom(7"), 使 得 1z=y. 

证 明 ”graph7' 是 闭 的 当 且 仅 当 (zx,y) € graphT 一 (z,y)E 
graph7', 而 (x,y) EgraphT7' 当 上 且 仅 当 z,= (zs,T'zx,) € graph1', 年 z 
一 z 一 (zy), 亦 即 zs 一 zz 一 yzEdom(1). 这 当 且 仅 当 zxE 
dom(T) 且 > 一 Tx. 


§ 5.4 Hilbert 空间 几何 学 


在 赋 范 线性 空间 中 , 范 数 相当 于 欧 几 里 得 空间 R" 中 向 量 的 模 
长 然而 ,在 赋 范 线性 空间 中 缺少 类 似 于 欧 氏 空间 中 两 向 量 的 夹 角 
概念 ,因而 也 缺少 * 正 交 ” 的 概念 ,R" 中 这 个 概念 是 由 两 向 量 的 内 


积 友 =- 》)%8; 反 映 的 ,这 里 2= (wm ,oa E R", 少 二 (Bi,p,， 


i=1 


Bb) EE R", 且 14| = M5.4 与 6 正 交 当 且 仅 当 2 := 0.R" 
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中 的 内 积 和 正 交 性 是 否 可 推广 到 任意 的 线性 空间 上 呢 ? 事 实 上 ,这 
可 以 做 到 ,由 此 引出 了 内 积 空 间 与 完备 内 积 空间 的 概念 ,而 完备 的 
内 积 空间 则 称 之 为 Hilbert 空间 。 
内 积 空间 与 Hilbert 空间 的 理论 比 一 般 赋 范 线性 空间 与 Ba- 
nach 空间 更 加 丰富 ,其 特殊 的 性 质 有 : 
(1) Hilbert 空间 已 可 表 为 闭 子 空 间 和 其 正 交 补 的 直 和 形 
式 。 
〈2) 正 交集 和 正 交 序 列 及 及 中 元 素 相应 的 表达 式 。 正 交 投 
影 定理 。 
(3) Hilbert 空间 五 上 的 有 界线 性 泛 函 可 用 内 积 表示 (Riesz 
表示 ) 。 
《4) 有 界线 性 算 子 并 的 Hilbert 共 因 算 子 7' 的 特征 。 


§ 5. 4.1 内 积 空间 的 基本 概念 


在 实 的 或 复 的 维 欧 几 里 得 空间 丸 中 ,Y zx,y€ E",x= (zi， 
zz ;yy 二 (y1,y2,… ,ys)'， 我们 规定 内 积 


(z,y) = 2 zi 
其 中 表 y; 的 共 堪 。 这 样 定义 的 内 积 (z,y) 具 有 以 下 特征 : 


(1) (Crz) 一 zy; 
《2) 当 “,p 为 复数 时 , (az 十 By,z) 一 wx(z,z) 十 BCy，z); 
(3) (zx,7)>0 有 (zr,r)=0Gr=0. 
从 中 向 量 的 夹 角 、 垂 直 、 投 影 等 几何 概念 均 可 由 内 积 表述 。 对 于 一 
般 线性 空间 ,有 下 述 定 义 : 
定义 5.19 设 4 是 实数 域 或 复数 域 ,X 是 A 上 的 线性 空间 ， 
VY rf,yEX, 对 应 标量 (X,Y) ,满足 
(Ip1) 共 二 对 称 性 : (zx,y)=Cy,z). 
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(Ip2) 对 第 一 变 元 的 线性 性 : (cz 十 By,z) 王 c(z,z) 十 BCy,z)， 
a,pEA,zEX. 

(Ip3) 正 定性 :(z,z) 宇 0 且 (zx,7)==0z=0. 
则 称 (z,y) 为 zx 与 ?的 内 积 ,(X,(，,，，)) 称 为 内 积 空间 。 

注 1 由 (Ip1) 与 (Ip2) 得 到 (Ip4): 内 积 (，,。 ) 关 于 第 二 变 元 
的 共 配 线性 性 :(z,az 十 Y) 一 c(z,z) 十 5(z,y). 

注 2 由 X 上 的 内 积 可 引出 X 上 的 范 数 : | z1 =~/Cz,z)， 
从 而 也 可 诱导 出 X 上 的 度量 d(z,y)== 上 x 一 y= 
M(x 一 y,z 一 y). 当然 这 需要 证 明 。 

定理 5.34 设 妃 是 内 积 空间 ,(z,y) 是 妃 上 内 积 , 则 | zl 
一 /GE 定义 了 如 上 的 一 个 范 数 。 

证 明 只 和 需 验 证 三 角 不 等 式 上 | zx 十 y 三 上 x 十 上 y1 上 .为 
此 , 先 证 内 积 空间 的 Schwarz 不 等 式 ， 


|(z,y)12 委 (rz) (2y) (5 一 28) 
事实 上 ,Y ME4， 
0 (z+ hay,r + hy) = (x,7) + 2RCz, y+ Cy,y) 1Al? 

(5 一 29) 
| 一 一 2) 

当 ? 天 0 时 , 则 (Gy,y)>>0. 取 、 局, 则 

DE I(r) 

NR (yy) 十 (yy)? 这 


由 此 即 得 (5 一 29) 式 。 
在 (5 一 29) 式 中 , 令 4=1 得 
z+y)?= | zl’?+2R(z,y) + yll? 
由 (5 一 29), |R(z,y) IMCzsz) yy)= zy, 故 
z+yl?< zl + yh) 
从 而 z+y 上 声 上 zl 十 上 y|. 口 
定义 5.20 完备 的 内 积 空间 扫 称 为 Hilbert 空间 。 
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内 积 空间 X 的 元 素 zx 称 为 正 交 于 yEX, 如 果 (z,y) 一 0, 记 为 
ZX 上 y. 对 X 的 两 个 子 集 4, 有 ,如 果 Y a€ 4,z 上 a, 则 称 z 垂 直 于 
4, 记 为 zx 上 4. 又 当 Yy a€ 4,5EB 时 ,有 al16; 则 称 4 与 8 正 交 ， 
记 为 4LB. 
类 似 于 欧 氏 空间 , 内 积 空间 X 的 范 数 也 满足 平行 四 边 形 等 
式 : 
lzt+yl?+ lz—yl?=2Czl:+ lyl’) 
(5 — 30) 
事实 上 ,VY z,yEX， 
tz+yl?+ rmyl’= (r+yr+y) + (rz—y,r—y) 
一 2(z,z) + 2(y,y) 
=2C]zl:+ lyl’) 
在 内 积 空间 妨 中 ,内 积 关 于 两 个 变 元 都 是 连续 的 , 即 当 zx, 
Zoryn 产 yo 时 ,(zuyy)~(zoyyo). 这 是 因为 
[Crys) — (x0,y0) | 
委 |(zy) 一 (royy)| + | (rosys) — Crosyo)| 
= | (zu 一 Zoyyn) | 十 | (zo,y。 3o)| 
lz oz :y+ zl :ym yl 
而 yyoln 一 oo0), 故 {y,} 有 界 ,于 是 
| (zy) 一 (zo,y0)| > O(n— 00) 
例 5-18 (Hilbert 序列 空间 ) 7? 是 一 个 Hilbert 空间 ,其 内 积 
定义 为 
(z,y) = >) 6 让 (5— 31) 


j=1 


其 范 数 定义 为 
1zll = (zz) = (161) 


ee 


《5 一 31) 式 定义 的 级 数 b> 人 的 收敛 性 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
i=1 
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Dssl< (DT I 1) Fah) < 
而 得 。 人 


直接 验证 。 
例 5-19 当 p 关 2 时 , (0 , 上 。 |,) 不 是 内 积 空 间 。 
证 明 ”如果 (4?, | ，| ?上 可 以 定义 内 积 (z,y), 则 由 内 积 引 


出 的 范 数 上 x1| ,=~/Cz,z) 必 定 满足 平行 四 边 形 等 式 (5 一 30)。 但 
在 中 ,有 z=(1,1,0,0,…),y==(1, 一 1,0,0,…), 使 得 Hz 上 ,= 
上 y=25 ,zx 十 yp 十 上 x 一 y=2, 当 p 关 2 时 ,平行 四 边 形 
等 式 不 成 立 。 故 (1?, 外， ,) 不 是 内 积 空间 。 

从 例 5-19 知 ,Banach 空间 不 一 定 是 内 积 空间 。 

定义 5.21 设 X 和 XX 为 同一 数 域 4 上 的 两 个 内 积 空间 , 称 
XX 与 义 同 构 , 如 果 存在 双 映 射 的 线性 算 子 全 :X 一 叉 , 它 保持 内 积 ， 
即 Y rt,yEX, 


(Tzx,Ty) = (x,y) 

定理 5.35 ”对 任意 内 积 空间 X ,存在 一 个 Hilbert 空间 五 ,和 
XX 到 HH 的 某 个 稠密 子 空间 W 上 的 同 构 映射 了 。 除 同 构 空间 外 , 刀 
是 唯一 的 。 

证 明 由 赋 范 线性 空间 (X, 外 。 上 ) 的 完备 化 定理 5. 5 知 , 存 
在 一 个 Banach 空间 有 和 一 个 由 X 到 的 稠密 子 集 W 上 的 等 距 
同 构 映 射 人 ,由 于 在 这 个 等 距 同 构 映 射 下 的 连续 性 ,X 中 元 素 的 和 
与 元 素 和 标量 的 积 对 应 于 W 中 相应 元 素 的 和 及 标量 与 元 素 的 积 。 
由 内 积 关于 两 个 变 元 的 连续 性 ,可 以 在 上 定义 内 积 为 


AnN 
(zy) = lim(z,, ys) 


这 里 {z.} 与 {y.} 分 别 是 其 所 在 等 价 类 的 代表 ,x,y 分 别 表 {z,) 与 
似 } 所 在 的 等 价 类 。 由 于 X 是 内 积 空间 ,所 以 ,在 X 上 ,成 立 平行 
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四 边 形 等 式 。 而 7 是 等 距 同 构 映射 ,因此 ,在 W 上 ,从 而 在 及 上 
( 因 表 一 已) 的 范 数 也 满足 平行 四 边 形 等 式 。 由 极 化 恒等式 ,可 定 
义 妃 上 的 内 积 ( 见 本 章 习题 31 ) 使 得 7 是 XX 到 W 的 内 积 同 构 。 

由 定理 5.5, 除 等 距 外 ,二 是 唯一 确定 的 。 口 

关于 Hilbert 空间 五 的 子 空间 Y 有 

定理 5.36 设 Y 是 Hilbert 空间 已 的 子 空间 , 则 

(1) Y 是 完备 的 , 当 且 仅 当 Y 在 HH 中 是 闭 集 。 

(2) ”如 果 Y 是 有 限 维 的 , 则 Y 是 完备 的 。 

(3) 如 果 妃 是 可 分 的 , 则 Y 也 是 可 分 的 。 

证 略 。 


§ 5. 4.2 投影 定理 


定义 5.22 设 妃 是 内 积 空间 ,(。,，) 是 其 中 内 积 ,而 M 是 
妃 的 子 集 , 则 称 了 H 中 与 M 直 交 的 元 素 全 体 为 M 的 直 交 补 , 记 为 
M+, 

易 知 ,Y MCEH,MNM+={0},0 为 昌 中 的 零 元 素 。 

M 的 直 交 补 M+ 是 已 的 闭 线性 子 空间 ,事实 上 ,如 果 mvzzE 
ML, 则 Y y€E M, (zi,y) 一 0, (zz,y) 一 0, 从 而 Yy a ER,i=1,2， 
《azi 十 aazayy) 一 (aziyy) 十 (azayy) 一 0, 故 az 十 czsEAML ML 
是 线性 子 空 间 ， 又 若 mmE M+ ,zx, 一 zo, 则 由 内 积 的 连续 性 ,VY yE 
AM4 ,成 立 “ 

(zy,3) = lim (zx,,3) =0 
ToE M1 ,M+ 是 闭 的 。 因 此 ,M+ 是 的 闭 线性 子 空间 。 由 此 可 推 
知 , 当 MCH 时 , (spanM)+ 二 M+. 其 中 spanM 表 由 M 生成 的 线 
性 子 空间 。 这 是 因为 MCspanMM, 故 spanM1CM1. 反之 ,Y zxE 
M+, 即 xz 上 M, 则 MSES{z}+, 而 {x}+ 是 闭 线性 子 空间 , 故 spanMCC 
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{xz 外 ,因此 ,zx 上 spanM, 从 而 xz€ lspanM)1, 于 是 M1 
(spanM)+ ,所 以 ,CspanM)t==M+. 

定义 5.23 设 妃 是 内 积 空间 ,Mi,M: 是 已 的 两 个 线性 子 空 
间 , 且 MLM:, 则 称 MBM:={(z 二 zzlzEAMirEM) 为 1 
与 W; 的 直 交 和 。 

类 似 地 定义 有 限 个 线性 子 空间 的 直 交 和 。 

定义 5.24 设 M 是 内 积 空间 已 的 线性 子 空间 ,zE 已 ,如 果 
有 xzoE M,zi LAM, 使 得 z=zo 十 zi, 则 称 z 是 z 在 M 上 的 ( 直 交 ) 
投影 , 记 ro 一 Puz， 

正如 在 解析 几何 中 ,空间 中 任 一 向 量 对 某 一 子 集 的 投影 不 一 
定 存在 一 样 ,内 积 空间 中 的 任意 向 量 z 及 任意 线性 子 空间 M,z 在 
M 上 的 投影 也 不 一 定 存在 。 但 若 投影 存在 , 则 有 

定理 5.37 设 W 是 内 积 空间 已 的 线性 子 空间 ,x € 瑟 , 如 
果 工 在 M 上 投影 ze 存在 , 则 

(1) zo 是 唯一 的 。 | 
(2) |z—zoll = i 1 z 一 > 外 , 且 ze 是 使 此 式 成 立 的 
唯一 元 素 。 

证 明 〈1) 设 ro,ze 都 是 zx 在 M 上 的 投影 , 则 有 zu,zoE Mx 
一 Zzo 二 AM ,zx 一 zo LM=Y 2yEM,(ro 一 zoy) 一 (z 一 zo 一 (zz 一 zo)， 
y) 一 (z 一 zo,y) 一 (z 一 zoyy) 一 0, 故 zo zo M, 但 zo 一 xz.EM, 故 
(Czo 一 zoyz 一 z) 一 0 一 ‖ mm 一 外 一 0 一 zx 一心 .唯一 性 得 证 。 

(2) 因 zo 是 z 在 M 上 的 投影 , 故 zo€ M,r—rol| MY yE 
M,z 一 y 一 (z 一 zo) 十 zo 一 ,而 zxo >yEAM ,因此 z 一 zo 上 xzo 一 ,于 
是 ,由 内 积 与 范 数 的 关系 ,有 

lr—yl:= zo zl + lz — yl lz— zoll? 
故 上 zx 一 zo <inf zyl ,又 zoEM, 所 以 zx 一 zol = inf lz 
>. 口 
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定理 5. 37 说 明 ,用 M 中 元 y 来 近似 x 时 , 当 生 仅 当 y 等 于 zz 
在 M 上 的 投影 x。 时 ,逼近 的 程度 最 好 。 因 此 ,在 逼近 论 中 常用 投 
影 的 这 个 性 质 来 研究 最 佳 逼近 。 
内 积 空间 已 的 子 空间 M 具备 什么 条 件 时 ,Y zxEH,z+ 在 M 
上 的 投影 ze 才 存 在 呢 ? 
引 理 5. 38( 变 分 引 理 ) ” 设 M 天 好 是 内 积 空间 五 中 完备 的 凸 
集 , 则 对 每 个 给 定 的 z€ 五 ,存在 唯一 的 zo€ M ,使 得 
lz—zol 一 in 一? 
证 明 i 记 d=inf, 上 z 一 > 外 , 则 存在 M 中 序列 {y,}, 使 得 d= 
1 zx 一 站 一 dr 一 ce) {y.} 是 M 中 Cauchy 列 。 
事实 上 , 记 w=% 一 z, 则 1 一 d, 且 


ot 


上 面 右 端 不 等 式 成 立 是 因为 M 是 凸 集 ,区 世子 22E M ,又 由 平生 


四 边 形 等 式 得 
Ty ~ yal? = |v vl 
一 一 vt vll? + 2CHv ?+ ov, 2) 
<— (2d)’ 十 2(d + dz) 
由 dd(n>o0) ,dmd(m 一 0) 知 {ys} 为 M 中 的 Cauchy 列 。 而 
M 是 完备 的 , 故 存在 zxoE M, 使 得 一 zoln->co). 因 zoEM, 故 | 
并 一 To l 之 d. 又 
lz—zl < lz yl + fy,— zl 
=d,+ |y— zl — dln o0) 
所 以 上 zx 一 zo =a. 
又 如 果 存 在 zo€ M,zoE€ M, 使 得 zx 一 zol =d 日 上 zx 一 zl 
三 4d, 则 由 平行 四 边 形 等 式 


oO< lzo—zl:= ro mz— (zo— xz)h? 
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一 21zo 一 zj? 十 21zo 一 有 
一 (ze 一 z) 十 (ze 一 工 ) 人 用? 


To 二 Xo 


=2d +2d— 4 zl)? 
<4d—4d=0 
知 zs 一 ze 由 一 0, 所 以 zm 一 局 口 


定理 5. 39( 投 影 定理 ) 设 M 是 内 积 空间 已 的 完备 线性 子 空 
间 , 则 Y zE 互 ,z 在 M 上 的 投影 唯一 地 存在 , 即 存在 zcEM,z 上 
M ,使 得 > 一 zo 十 zi, 且 这 种 分 解 是 唯一 的 。 

证 明 由 引 理 5.38 知 ,存在 zoEM ,使 得 ex 一 zo =inf lz 
一 y1 Ad. 往 证 x 一 x M. 

VY yEM,y 了 0,Y ME4, 因 为 zo 十 MyEM ,所 以 

de< lz— (zo Ay) |? 
= |z— zl — 2Rzr Oo ro),y) + 12 yl)? 


_ (xz—Zzo0,y) 
令 二 Ty 网 


|(z 一 zoy)|: ，|(Cz zoy)l’ 
de Ce 2 
lz ml 2 Ty 
ey |(z— zo 
EE 


因 上 x 一 zo 有 =d, 故 (x 一 xo,3) 二 0, 从 而 Cz 一 zo0) 上 y ,所 以 +- 一 zo 
了 上 AM. 唯一 性 已 如 前 证 。 

定理 5.40 设 M 是 Hilbert 空间 HH 的 任 一 闭 子 空间 , 则 五 
MOM+. 

证 明 因 瑟 是 完备 的 ,M 为 闭 集 ,从 而 M 是 完备 的 。 由 定理 
5 39 知 H=MO@M+. 

投影 定理 是 Hilbert 空间 理论 的 一 个 极其 重要 的 基本 定理 。 如 
下 列 问题 可 用 投影 定理 解决 ; 

例 5-20 设 有 ?+ 二 1 个 变量 zo,zi,Ts，… ,zn, 在 mm 次 观察 中 ， 
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a a ee ,中 ),j 二 1,2，…,m. 现在 要 用 
Zz 四 ,xz 让 ,… ,zx 的 线性 组 合 近似 x 扩 , 即 求 4.ER,i==1,2,…,n, 使 
得 


zz 一 Da, J 一 1,2… 
尽 可 能 地 小 , 即 求 mw ,ao 使 
>(z 作 一 Dn) a i Ds (CD Baz)’ 


义 如 在 实际 中 常 明 到 的 数 通过 问题 ， 对 于 一 个 函数 要 用 
给 定 的 函数 办, 如,… ,各 的 线性 组 合 来 逼近 f ,使 得 误差 的 平方 平 
均值 最 小 。 具 体 地 说 ,对 /EL[a,5], 和 = 二 x 111i 二 1,2,… sn. 要 求 
数 a1 ,2，,… ,a 使 得 


Lt 


最 小 , 达 最 小 的 多 项 式 p(x) 一 > az"! 称 为 按 平方 平均 的 最 佳 到 


近 多 项 式 。 

上 述 问题 均 可 抽象 如 下 : 

设 电 是 内 积 空间 ,zx ,zi,i=1,2,…,m 是 癸 中 十 1 个 向 量 ， 
要 求 n 个 数 ,as，… ,a,，, 使 得 


| Donl= ,i le Da 
解 不 妨 设 rm,zz，…ze 是 线性 无 关 的 ,否则 ,考虑 其 极 大 线 
性 无 关 组 好 了 。 以 M 表 由 zi,zrz,…，,ze 的 线性 组 合 全 体 所 成 的 
维 线性 空间 ,而 有 限 维 线性 空间 是 完备 的 , 故 M 是 完备 的 。 由 引 理 
5. 38, 存 在 唯一 的 xz。€ M ,zo = 2 mz, 使 得 外 z 一 zo 上 达到 最 
小 ,从 引 理 5. 38 的 证 明 可 知 
(rz— Zz0y) = 0(YV y € M) 
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这 等 价 于 


(T— To) 一 0 一 1 2 
即 等 价 于 
(zs) = (T0170) = > ai(zizD) 人 一 12 
1 


由 于 上 述 方程 组 的 解 mw,…，% 是 唯一 的 , 故 系数 行列 式 不 等 于 
零 ,从 而 ， 


(T1571) (TT) (TT1) 


(T1972) (TT2) "(Ts Le) 


(ZiyZe) (ToTa) (Teas Ta) 
(TI) (TT) TT) | 


(T1972) (Ti Ts) (Ts T2) 


(T1970) (Ti Ts) (Tas Tn) 
3 5.4. 3 Hilbert 空间 的 正 交 系 


在 Euclidean 空间 Rs 中 , 取 e = (1,0,0),ez = (0,1,0),es 一 
《0,0,1) ,在 通常 的 内 积 (z,y) 二 > )， ,zy 下 ,e1,ez,es 是 相互 正 交 


的 , 且 le =V (eisei) = 1,i 二 1,2,3.Y x € R:, 存 在 唯一 的 数 
wo,a ,使 得 工 二 DD wei 而且 ,w; 可 如 下 求 得 : 


i 


3 
(ex) = Dale,e) 一 ai 一 1,2,3 


称 {eavezye} 是 Rs 的 一 组 规范 正 交 基 .在 Hilbert 空间 中 , 因 定义 了 
内 积 , 故 亦 可 推广 规范 正 交 基 的 概念 。 

定义 5.25 设 居 是 内 积 空间 已 的 一 族 非 零 向 量 , 如 果 中 
任何 两 个 不 同 非 零 向 量 都 正 交 , 则 称 下 为 一 个 正 交 系 。 若 忆 中 每 
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个 向 量 的 范 数 都 为 1, 则 称 忆 为 规范 正 交 系 。 
对 于 正 交 系 ,VY z,yERz 天 ?由 于 (z,y) 一 0, 所 以 
lz 十 ?1 一 (十 yz 十 2 
(CryZz) 十 (TY) 十 (9,7) 十 (yy) 
lzl:+ lyll? 
且 Y ziE Ri=1,2,…,n, 因 为 当 j 了 kk 时 , (zxj,z1)==0， 所 以 


ll 


1 = 十 z 十 “tl Dal (5 — 32) 
由 内 积 的 性 质 , 不 难 验 证 : 正 交 系 是 线性 无 关 的 。 事实 上 ,VY eEF， 
i=1,2,"…,n. 设 


Sloe, =0 


i=1 


Meall<k<n) 对 补 se 作 内 积 ,有 


0 一 (Daese) = Sace, ,61) = qk = 1,2，. 


i=1 


所 以 ,el,e:，…,e, 是 线性 无 关 的 ,从 而 F 是 线性 无 关 的 。 

例 5-21 设 C[0,2x] 是 [0,2x] 上 实 值 连续 函数 全 体 ,其 内 积 
定义 为 

Cy) [zycat (x € CL0,2r],y € C[0,2z]) 


则 
1 Coskt - Ssinkt 
(1)= ， 一 ， 一 一 1 2 
eolt 让 elt) 5 ei(t) AN k=1,2 
是 (C[0,2x],《，,。)) 的 一 个 规范 正 交 系 ,此 由 下 述 式 子 即 知 : 
(ee) = 二 | cosjzcoskz dz 一 人 
和 1 一 & 兴 0 


2x 
(e002) = 和 . a coskzx dz = 0,k 0, 
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(Ceoyeo) 一 1 
对 (eeD 1k 一 1 2 及 (Ceiyeb0, 一 0,1,2,…, 一 1,2,… 也 有 类 
似 结果 。 
定义 5.26 设 忆 是 内 积 空间 H 中 的 规范 正 交 系 ,rzE 巧 , 数 


集 
{(z,e)le EF} 


称 为 向 量 z 关于 规范 正 交 系 的 Fourier 系数 集 ,而 (z,e) 称 为 
关于 e(E 8) 的 Fourier 系数 。 

例 5-22 对 于 ZC[0,1J) 中 序列 {en 二 0, 土 1, 土 2,…}， 
在 内 积 (z,y) = |zo TDJdt(z,ye L2([0,1])) 的 定义 下 是 规范 
正 交 系 ,对 于 任意 了 € L[0,1] ,其 Fourier 系数 为 

c= J fe (n=0, 土 1, 土 2,…) 

对 于 内 积 空间 局 中 的 规范 正 交 系 , 有 下 述 重 要 性 质 ; 

(1) 设 {e1,e2,…,e,) 是 内 积 空间 已 中 的 规范 正 交 系 ,M = 


span{eise2r°" er} VTE HPur> zo= Dz,e)e, HB zoll? 
47 一 1 
= 21rd lz om zl = zl?— lzoll?. 
i=] 


证 明 易 知 z= >)(z,e)eE M, 且 (zue) = (zx,0) i=1, 
i=l 
2,…,n, 因此 (zx 一 zoe0;) = (zyei) 一 (zoyei) =0,7 = 1 nT 


xzo | M. 所 以 Pux = zo = De 而 由 于 {ei,ez,……,ez 一 
Zo} 是 正 交 系 ,根据 (5 一 32) 式 ( 勾 股 定理 ) 知 
Hz? = Dh)el?: = Dre 
i=l i=l 


lzl?= |z— z+ zd:= hz—zol’+ Dlr, 
1 
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因此 


上 zx 一 zol 一 zl: 一 DeoF 
(2) 由 (1) 可 推 知 : 当 {e1,ez，*… ,ej 是 内 积 空间 二 中 规范 正 交 
系 时 , 则 Y zxEH， 


Dah < lzl: (5 — 33) 
i=1 
对 任意 ”个 数 m%,az，…aw， 
[Ee Doel> [ED | (5 一 34) 


且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a= (ze)， 1 2… 
事实 上 ,由 (1) 的 |x 一 zo 二 eel 知 


Dt= lzol?= zl — lz— zl*< lzl? 
至 于 不 等 式 (5 一 34) ,注意 到 
lz—zol’= inflz— yl 


即 可 ,其 中 M 二 span{ei,ez，*… ,en}. 
下 一 个 性 质 是 要 将 不 等 式 (5 一 33) 推 广 到 无 穷 正 交 系 的 情形 。 
定理 5.41(Bessel 不 等 式 ) 设 上 ={eilAE4} 是 内 积 空间 妃 
的 规范 正 交 系 ,其 中 4 为 指标 集 , 则 Y zxE 顾 ,zx 的 Fourier 系数 
{Cz,ej)14E A} 中 最 多 只 有 可 列 个 不 为 零 , 而 且 适合 Bessel 不 等 式 
le lt < xl? (5 — 35) 


证 明 当 4 为 有 限 集 时 , (5 一 35) 式 即 是 (5 一 33) 式 . 当 4 
为 可 列 集 时 ,在 (5 一 33) 式 中 令 4 一 oo0 即 得 (5 一 35) 式 。 故 只 需 对 
a ea 对 每 个 自然 数 #, 记 ,= {el(z， 


e)| 之 元 六 则 局 只 能 是 有 限 集 , 因 Y ze N， Der < 
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zi? 过 ee 之 故 。 从 而 当 eaE 玉 一 UP 时, (zx,e2) 二 0, 而 
Pi 为 至 多 可 列 集 , 所 以 
2 | ze 二 > 1(zvebD)12 委 站 zj 
MAEA 


EU 
推论 5.42 设 {e,,n 二 1,2,…} 是 内 积 空间 已 中 的 规范 正 交 
系 (此 时 称 为 规范 正 交 序列 ), 则 Y x E 瓦 , 有 lim (zye) = 0. 


这 由 定理 5.41 中 级 数 |(z,e) |: 收敛 得 知 。 


”在 中 ,取信 = (evezyesj, 易 知 spanfevesyey 一 人 ,对 任意 
内 积 空间 X 中 的 规范 正 交 系 二 {eslX € A}, 如 果 spanF 二 X, 则 


Y XE XX, 或 者 存在 a ,a,，,…,a, E€ R, 使 得 z= Z“e ;或 者 存在 x 
E spanf ,使 得 jim ez 一 zz 一 0. 

定义 5. 27( 完 全 规范 正 交 系 ) 称 内 积 空间 X 中 的 规范 正 交 
系 上 == {alaE 4} 是 完全 的 ,如 果 spanF 一 X. 此 时 ,也 称 为 X 的 
规范 正 交 基 。 

给 定 一 个 Hilbert 空间 H 关 {0}, 则 其 一 切 完全 规范 正 交 系 具 
有 同样 的 基数 ,这 对 有 限 维 内 积 空间 是 明显 的 ,但 对 无 限 维 内 积 空 
间 需 要 用 到 集合 论 的 进一步 工具 ,在 此 从 略 。 

当 忆 是 内 积 空间 X 的 完全 规范 正 交 系 时 ,我 们 来 考虑 一 下 
大 , 即 玉 的 正 交 补 。 

定理 5. 43 ”规范 正 交 系 f= {ex|4€ A} 是 Hilbert 空间 已 的 完 
全 规范 正 交 系 当 且 仅 当 f+ 二 {9). 

证 明 ” 先 证 必要 性 。 因 下 是 完全 的 , 故 spanf=H.Y rE kl， 
则 有 zeEH. 由 于 span& 一 三 , 故 存在 {z)Sspan 天 ,使 得 im | 区 
ZX 三 0. 又 因 k+] spanf, 故 (zx) 二 0,n= 二 1 ,2,…， 由 内 积 的 连续 
性 , (z,z) lim(z,z,)=0=> lzl=0=>zx=0. 所 以 fli= {9}. 
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充分 性 设 太 = {6}. 要 证 下 是 完全 的 , 即 证 spanF 二 H. 记 E 
二 spanF, 因 FCGE, 故 fl1DE+, 从 而 开 =={9}. 由 定理 5.40 知 羽 
二 EE1t=E. 所 以 ,F 是 完全 的 。 
根据 定理 5. 41 的 Bessel 不 等 式 ,对 于 Hilbert 空间 已 中 的 任 
一 规范 正 交 系 ,VY zE 已 ,有 
Zl < Wz? 
ae 


上 式 左 端 是 可 列 和 。 如 果 
D1,e dl = lr’ (5 一 36) 


则 称 上 式 为 Parseval 等 式 。 由 Parseval 等 式 ,我 们 得 到 判别 完全 性 
的 另 一 准则 : 

定理 5. 44( 完 全 性 ) Hilbert 空间 H 中 规范 正 交 系 在 HH 
中 是 完全 的 , 当 且 仅 当 Y x€ 态 ,Parseval 等 式 (5 一 36) 成 立 。 

证 明 先 证 当 Y zE 太 ,Parseval 等 式 成 立时 ,FF 是 完全 的 。 由 
定理 5.43, 若 下 不 完全 , 则 存在 非 零 元 素 zE 矿 ,使 得 zLF, 从 而 ， 
VeEhk，, 有 (Zse1)=0,k 二 1,2,…, 于 是 


D(z,e d=0# rl? 
kl 


所 以 ,是 完全 的 。 
其 次 证 明 , 当 大 是 完全 规范 正 交 系 时 ,Y x € 态 ,Parseval 等 式 
成 立 。 因 根据 定理 5. 41 ,使 得 (z,ei) 天 0 的 ee FF 至 多 为 可 列 个 ， 


不 妨 记 M = (overe 和 小 令 y= (zye0, 往 证 z 一 y 上 | 及 
k=1 


事实 上 ,(z 一 y,e) = (z,e) 一 2) (x,en) (etyej) = (zyei) 一 


k=l 


(zsei) 一 0 = 1,2,…. 当 e € F\M 时 ,(z,e) = 0, 故 (z 一 y， 


ea) 一 〈Zvei) 一 > Cz,en) (ere) 一 (ziei) = 二 0. 因此 zx 一 yk. 


kl 
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根据 定理 5. 43,F+={9), 故 z=y, 因 此 ， 
1zl:= lyl*=( De Depe) 


= bp Fiz,0) (zx,e)) (eise)) 


大 
一 |(Czves)12 


所 以 ,Parseval 等 式 (5 一 36) 成 立 。 口 

对 于 给 定 的 Hilbert 空间 右 , 如何 找 出 它 的 完全 规范 正 交 系 ， 
这 是 一 个 饶 有 兴趣 的 实际 问题 ,为 此 ,我 们 必须 对 给 定 的 一 个 线性 
无 关系 , 找 出 一 种 将 其 规范 化 的 方法 。 下 面 介 绍 Gram-Schmidt 方 
法 。 

设 6={g1,82，…}) 为 内 积 空 间 X 的 线性 无 关 序列 ,构造 规范 
正 交 序列 上 = {el,e2…} 如 下 , 要求 Y n EN,span{ei,es,'*,e,) 二 
span{ gi1rg82.""* ,gn}. 

第 一 步 : 令 aa 一 和 i To Te 

第 二 步 :构造 ,要 求 g1 二 me 十 aze2, 因 el 与 ez 为 规范 正 交 
的 , 故 a=(g2,e1), 令 

WB Be 1 和 
| ga)’ 一 |(g,e) 有 
| vw, 

注意 到 8: 与 g1 线性 无 关 , 故 gs 一 (gs,ei)e1 关 0, 自 (v2,e1) 二 (gs， 
@)—(g2e1)=0,es | e,. 

第 三 步 : 类 似 于 第 二 步 , 令 二 gs 一 (gs,e1)e1 一 (ga,ez)ez, 因 
为 g1,8,g3 线性 无 关 , 故 wm 天 0, 且 (we) 一 0 一 1,2,3. 令 


= (g2,62) = 
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第 nn 步 : 设 eye，…e-i 已 取 好 如 前 , 令 
v=8 Tg)e 
i=1 


则 w 关 0 且 v, 上 evi 二 1,2,…sn 一 1, 由 此 得 6, 一 Te . 
依 此 下 去 ,得 EE= {e1,e;,…}, 易 知 上 是 规范 正 交 系 , 且 由 v 二 


nl 
Un 
Sn 一 ee 及 e = ToeT 有 


nl 
gr = >) (ge) + lv le, 
iel 


从 而 {1,82，… ,gn} 壬 span (ey ,es，"… ,en), 亦 不 难 验证 : (eyez，…， 
0, Espan {gi g2. go 因此 ,Y zEN， 
Span {elyez,…，es} = span{g1,82,.°"" ,Bn} 
对 于 一 个 具体 的 Hilbert 空间 玉 , 如何 求 其 完全 规范 正 交 系 ? 
下 面 考 虑 [一 1,1] 上 的 一 切实 值 连续 函数 的 空间 XX 按 内 积 


Ge = zy (5 — 37) 


成 为 内 积 空间 ,其 完备 化 后 的 内 积 空间 记 为 L*([ 一 1,1]) ,我 们 以 
求 出 其 一 个 完备 规范 正 交 序列 说 明 其 一 般 方法 。 
例 5-23 以 X 记 [一 1,1] 上 的 一 切实 值 连续 函数 全 体 。 内 积 
如 (5 一 37) 式 所 定义 ,完备 化 的 内 积 空间 记 为 一 ([ 一 1,1]). 考虑 
知 函 数 序列 
Zot) = T(t) = tT) = t,t € [— 1,1] 


这 个 序列 是 线性 无 关 的 .事实 上 ,Yn€ N, 若 me = 0CY + € 


[一 1,1]( 不 护 设 方 < 户 <… << 力 , 则 有 证 apira 一 0. 令 :=0 
k=1 


得 二 0. 由 了 Ia-h = 0, 令 := 0 得 号 一 0. 依 此 下 去 ,得 % 一 
4=1 
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0. 所 以 ,zi ,Xi,，… ,zj, 是 线性 无 关 的 。 从 而 ro,z ,zw… 是 线 
性 无 关 的 。 由 Gram-Schmidt 方法 得 到 规范 正 交 序列 co,evez，…ew 
二 p(t) sn 二 1,2,…,prlt) 为 n 次 多 项 式 ,现在 证 明 {e,} 在 
IL([ 一 1,1]) 是 完全 的 。 

事实 上 , 由 内 积 空间 的 完备 化 定理 (定理 5. 35) 知 ,存在 等 距 
同 构 4:X-~>WEZ2([ 一 1,1]) ,使 得 4(X) 在 L*([ 一 1,1]) 中 稠密 。 
因此 ,对 每 个 zEL:([1, 一 1]),Y e€ >>0, 存 在 y€EX=C([ 一 1， 
1]) ,使 得 


lz 一 yl < 贞 


又 对 这 个 y, 存 在 多 项 式 z(1) (Weierstrass 逼近 定理 ) 使 得 对 一 切 t 
€[—1,1] 
e 


1y(bD — zDD1 < 
中 2 2 
由 此 有 
1 2 
ly—zl*=| ly — zld<2.(— = 
上 > * 2、/27 4 
由 三 角 不 等 式 得 


lz—zl<lzr—-yl+ly—zl <e 
又 因 对 充分 大 的 mm,zEspan{el,ez,…vew}, 故 spanfe) 一 己 ([ 一 1， 
1]) ,所 以 ,{e} 在 己 ([ 一 1,1]) 中 是 完全 的 。 
然而 ,要 直接 由 Gram-Schmidt 方法 从 {z,} 得 到 完全 规范 正 交 
序列 {e,} 还 是 相当 困难 的 。 可 采取 特殊 方法 给 出 如 下 : 


人 
P(t) = Zl gt 1)"],n = 0,1,2,., 
则 
lt) = 2 元 1p,() 和 一 0,1,2， 
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此 处 已, 称 为 Legendre 多 项 式 。 


为 此 ,只 需 证 明 (D | P, 1 一 A/ 元 生 ,GDP,GD) 是 尼 ([ 一 1， 


1]) 中 正 交 序列 。 因 为 车 (iD ,Ki 成 立 , 则 w(t)= 2 LPG 是 


次 多 项 式 , 且 {y} 是 己 ([ 一 1,1]) 上 的 规范 正 交 序 列 ,因此 
Y, A span{eo,el,** ,e»} 


= span{Xor Zi ,Ta} 


= span{yoy yy 
前 一 等 号 由 Gram-Schmidt 方法 得 到 ,后 一 等 号 是 因为 dimy,=” 
十 1 ,而 ye, ，…，*2 线性 无 关 。 所 以 
yr 二 oa 


km=0 


由 于 (iD 成 立 , om。 上 wm- , 故 对 类 一 0,1,2,… 和 一 1 
0= (moeD = Dalene) = 


fm0 
所 以 %=we. 因 ‖ 1 = 下 el =1. 故 |la|=1. 但 当 :充分 大 
时 ,>0,e(i) 之 0, 所 以 w=1, 从 而 = 一 e。 这 样 便 求 得 了 
到 [一 1,1] 的 完全 规范 正 交 序 列 。 往 证 (iD 与 (i) 成 立 。 
Q 记 = (2 一 1)", 则 (4)® | 21=0,k=0,1,2, 一 1， 
un" 二 (2n)1, 由 分 部 积分 得 
(2m10)21 ,| = [emda 产 


22+1(n1)? 


22 十 1 


由 此 得 上 P.| 一 A/ 元 2 


(ii) 要 证 明 对 0 委 m < (CPP,) 一 0, 因 P。 是 多 项 式 , 故 只 需 
证 (2",P,)==0Cm<<n) 即 可 。 由 分 部 积分 得 


Zn le",P,) = f mu ) dt = 0 
-1 
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因此 {P,} 是 必 ([ 一 1,1]) 中 正 交 序 列 。 
注 P.() 是 重要 的 Legendre 微分 方程 
G 一 的 PP 一 24P 十 nn 十 1D)P 一 0 


的 解 ,在 数学 物理 方程 中 是 一 类 非常 重要 的 函数 。 
$5.4.4 Hilbert 空间 上 线性 泛 函 的 表示 


在 Banach 空间 L*[a,b],L* 等 上 的 有 界线 性 泛 函 , 已 在 8》5.3 
中 得 到 了 其 表示 式 。 求 出 对 一 般 的 Banach 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 
的 表示 并 非 易 事 。 然而 ,对 于 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 , 却 有 
比较 简单 的 表示 。 

定理 5.45(Riesz 表示 定理 ) 在 Hilbert 空间 及 上 的 每 个 有 
界线 性 泛 函 了 ,存在 唯一 的 zE 五 ,使 得 

J(z) 一 (zz)(VzE H) (5 一 38) 
县 上 记 一 下 = 上 |。 

证 明 如 果 f==0, 则 取 z=0. 当 f 关 0 时 ,满足 (5 一 38) 式 的 = 
EN( 有 )+, 这 里 N(1)={rif(zx)=0). 这 是 因为 Y zxE N(f), 有 
(zx,z) 三 f(x)=0, 又 因 f 关 0 及 了 的 连续 性 ,从 而 N( 有 ) 为 闭 集 ,于 
是 NC(f)+ 关 {0}), 存 在 y#90,yEN( 有 )t.Y TEH, 令 v=f(z)y 一 f 
(y)z, 则 由 
s fv) = f(r)f(y) — f(y)f(z)=0 
知 vENCP) ,从 而 vlLy. 于 是 
0= (wy) = (fz)y — fx) = f(z) yy) — f(y) 7x,y) 
上 yl 关 0, 故 


f(y) f(y) 
79 = 和 和 (| 


Sey XEH, 有 


f(x) = (x,2) 
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满足 上 式 的 = 是 唯一 确定 的 。 事实 上 , 设 二 ,一 使 得 (5 一 38) 成 

立 , 从 而 
f(z) = (zzi) = (zz2)(YZEE) 
(zz —2z2)=0( YTEH) 

取 xz=z 一 z2, 有 (一 2z25 一 22) 二 上 z 一 Zz 上 :==0 坟 zi 一 zz 二 0, 故 
Z1 = 

又 当 f=0 时 , 取 z=0, 故 上 fl = 上 zl =0. 当 f 关 0 时 ,z 关 
0, 于 是 [f(z)l=|(z,z) lz zl ,Nfl=suplf(z)|< 
由 zl. 另 一 方面 ,由 (5 一 38) 式 zx|?=|(z,z)|?=|f(z)|< 
上 Lz; 固 zl >>0, 歼 是 用 综 上 z 有 .所 以 上 z= 二 人. 

口 

以 及" 记 Hilbert 空间 刀 上 的 有 界线 性 泛 函 全 体 , 则 称 妃 "为 
五 的 共 恩 空间。 由 Riesz 表示 定理 5. 45, 作 已 到 已 "的 映射 4 如 
下 ; 


4:7 一 万 
即 4(?) 一 户 , 户 为 由 (5 一 38) 式 确定 的 如 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 
4 是 HH' 的 一 一 映射 。 
易 知 ,4 是 共 斩 线性 的 , 即 Y a,B,y,zE 昌 ,有 Alay 二 Bz)=a4 
(y) 十 B4(z). 这 是 因为 Y xEH， 

Juw+rp(z) = (Tsay 十 Bz) = xCz,y) + BCzz) = af, + BF. 
并 可 知 | 4y 人 = 1 y|. 我 们 称 4 为 如 到 五 "的 复 共 生 线 性 同 
构 , 在 这 种 同 构 意义 下 , 常 将 互 中 > 与 瑟 " 中 由 (5 一 38) 式 确定 的 
了 ,等同 起 来 。 

为 了 研究 Hilbert 空间 上 的 投影 算 子 ,需要 讨论 Hilbert 空间 
上 伴随 算 子 的 存在 性 及 其 性 质 。 

定理 5.46 设 丈 ,已 ; 都 是 Hilbert 空间 ,7': Hi 一 H， 是 有 界 
线性 算 子 , 则 存在 唯一 的 算 子 7" :万 ,一 H, 使 得 对 一 切 zE€ Hi,y 
E;, 有 
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(Tz,y) = (7,1""y) (5 一 39》 
且 2' 有 界线 性 算 子 , 外 2 = 上 71. 

证 明 VY y€H,, 对 每 个 zxE Hi, 因 | (Tx,y)| 寺 上 7xz1 。， 
yl 和 Tz yi , 故 记 (zx) 二 (Tx,y) 是 石上 有 界线 性 
泛 函 。 由 于 已, 是 完备 的 ,由 Riesz 表示 定理 ,存在 唯一 的 z€ 万， 
使 得 

fx) = (Tz,y) 一 (zz) (Vr EH) 
作 算 子 7" :Hs>Hi,7*y=z, 则 Y zxEH1,y€E Hs, 有 
(Tz,y) = (zx,2) 
由 Riesz 表示 定理 知 1" 由 了 唯一 确定 。 往 证 人 "是 有 界线 性 算 子 。 
对 任意 六 ,YE Hi 及 数 a,B， 
(CTzay + By) = a(T'z,y) + BOT'z, yo) 
= a(z,T"y) + Br,T"y,) 
所 以 ,7 (oem 十 Bya) 一 a7 "2 十 的 "2, 故 了 "是 共 办 线 性 的 。 
由 Schwarz 不 等 式 与 Riesz 表示 定理 得 Y yE H,， 


HT"yl = fl = Sup, Czy) 委 yl 
所 以 ,7* < 中. 
另 一 方面 ， 
站 站 = sup 7*yl 
dyf=1 
Sue Tz 9) 
a 1C'z,y) | 
a | zl yl 
[CT'z,7z)| 
> 工人 
一 bo Nr TTzl 
和 了 zx 下 


2 | 
本 TzTTHzT 


= sup 二 = 7 
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综 上 得 


17* 1 = Zl 口 

定义 5.28 设 Hi,H, 是 两 个 Hilbert 空间 ,7:Hi>H 是 有 
界线 性 算 子 , 则 称 定理 5. 46 中 的 算 子 7 为 了 的 伴随 算 子 (或 称 
共 固 算 子 )。 

引 理 5.47 设 X,Y 是 内 积 空 间 , 且 Q:XY 是 有 界线 性 算 
子 , 则 

(1) Q=0 当 有 目 仅 当 Y zEX,yEY,(Qzr,y) 一 0; 

(2) 车 Q:X 一 XX,X 为 复 内 积 空间 , 且 Y xEX,(Qz,z) 二 0， 

则 Q=0. 

证 明 《1)( 作 为 习题 ); (2) 对 每 个 v=ax 十 By€E ,有 (Qv,v) 
=0, 即 0=(Q(art+By),ar+t+pBy)= 1al’(Qz,7z)+|Bl’(Qy,y)+ 
aB(Qz,y)+ap(Qy,7)=aB(Qr,y)+a(Qy, 7). 令 a=1,B=1 得 

(Qz,y) + (Qy,7) =0 
取 a=i,B=1 则 a4= 一 i, 有 (Qz,y) 一 (Qy,7z)=0, 从 而 (Qzx,y)= 
0, 由 (1) 知 Q=0. 口 
伴随 算 子 有 如 下 性 质 : 

设 S:Hi 一 H,,7': Hi>H; 都 是 有 界线 性 算 子 ,Hi,H; 为 
Hilbert 空间 ,a 为 数 ,5* ,了 " 分 别 为 5 与 7 的 伴随 算 子 , 则 

(1) (Ty,7)=(y,T7)(Y rE Hi,yE H,); 

(2) (S+71)'=5°+71""; 

(3) (al)'=al™’; 

(4) (1) "=7; 

C5) 2 = 7 = (7 

(6) 1"*7T=0ST=0; 

(7) 设 H=H,;, 则 (5ST)'=7"*S*. 

证 明 (1) 由 7 的 定义 ,VY xzE€E Hi,yE€ Hi, (Tzr,y)=(z， 
7 *y) ,从 而 CTz,y7 一 zy, 即 (yz) 一 (T yx). 
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(2)¥Y rE Hi,yE Hs, (St,y)= (x,5° y), (Tz,y)= (7, 
Ty) ,从 而 (CS 二 7)z,y)= (Sr,y) 二 (Tzx,y)= (7,S'y)+ (7, 
Ty)==(z,(S' 十 2")y). 故 (S 十 1) 二 5 十 1*. 

(3) 记 Q= (az) 一 a7”" ,要 证 Q=0.Y xz€ Hi,yE Hi, 由 (1)， 

(Qy,z) = ((al)'y— (al'')y,7) 
一 Cat) yz) 一 (Ca )y,zx) 
一 (》, (ad )z) 一 a(y,T'x) 
= My,Tz) 一 xyTz) 一 0 
因此 ,Y yE Hs, 取 Xx=Qy, 则 (Qy,Qy)==0, 因 此 Qy=0, 故 Q=0， 
从 而 (az =al…. 

(4),(6),(7) 的 证 略 , 往 证 (5) 。 

(5) 由 算 子 的 复合 知 太 人 :有 一 用， 而 7 :用 :一 如 由 
Schwarz 不 等 式 , 得 

17Tzl2=(TzTz) 一 (CTzz) 
委 Tz zl < 7TH rl 
于 是 7? 二 77， 


又 由 2 一 上 及 2 
知 1 让 一 1. 再 用 代替 色 , 得 C7" 是 == 
1 所 以 
17 = = 


定义 5.29 设 7Y 是 Hilbert 空间 有 HH 的 有 界线 性 算 子 ,如 
果 2' = 作 , 则 称 了 是 自 伴 算 子 (或 称 自 共 殊 算 子 )。 

定理 5.48 设 了 是 复 Hilbert 空间 人 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 
了 是 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 Y z€EH,(1x,zx) 是 实数 。 

证 明 如 果 了 是 自 伴 算 子 , 则 对 一 切 zEH， 

Tx,7) = (zyTz) = (1'z,7) 

因此 (7'z,z) 是 实 的 。 

反之 , 设 Y TEH,(1z,z) 是 实 的 , 则 
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(Tz,z) = (Tz,7) = (zz) = (1"7,7) 
因此 
(Tr—1'z,7r)=0 
由 引 理 5. 47 知 


T=7" 
定理 5.49 设 {7,} 是 Hilbert 空间 态 上 的 自 伴 算 子 序列 ,7，: 
瑟 六 HH ,n==1,2,…, 设 (7,} 强 收 化 , 即 上 7 一 7 王 0Cx>o0), 则 了 
也 是 了 上 的 自 伴 算 子 。 
证 明 由 范 数 的 三 角 不 等 式 及 位 =7, 与 27" | 二 7 中 得 
0 委 | 并 一 冯 直 
委 你 一 2 十 1 玫 一 家 下 二 一 
二 TT 一 十 人 一刻 
=2|71,— TI —0(n— oo) 
所 以 17 一 7' =0, 从 而 7=7", 故 7 为 自 伴 算 子 。 


§ 5.4.5 投影 算 子 


在 本 节 的 最 后 ,我 们 介绍 一 类 在 函数 逼近 论 , 自动 控制 ,滤波 
理论 中 极其 重要 的 有 界线 性 算 子 一 一 投影 算 子 。 此 处 只 介绍 投影 
算 子 的 概念 及 其 重要 性 质 与 判别 条 件 。 

当 妃 是 Hilbert 空间 时 ,投影 定理 (定理 5. 39) 可 改 述 如 下 : 设 
工 是 Hilbert 空间 厂 的 闭 线性 子 空间 , 则 Y zE 妃 ,存在 唯一 的 yE 
工 , 及 zx 上 LL, 使 得 + 二 y 十 z. 此 时 称 》 为 在 工 上 的 投影 。 

定义 5.30 设 工 是 Hilbert 空间 妃 的 一 个 闭 线性 子 空间 , 算 
子 Pi 定义 为 :Y XEH,Piz 为 z 在 KL 上 的 投影 称 Pi 为 HH 到 L 
上 的 投影 算 子 。 

例 5-24 设 n 维 内 积 空间 镶 , 工 是 放 中 x 维 线性 子 空间 (一 
定 是 闭 的 ), 求 出 投影 算 子 Pi 的 表示 式 。 
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解 设 工 的 一 组 规范 正 交 基 为 {e1'e，,… ,em} ,在 + 中 再 添加 
{en sn) 使 得 {e1,e2,… ,es} 成 为 Er" 的 规范 正 交 基 。 则 
ey 1=1,2,.,m 
Bsn i=m+ ln 
记 @=(Prene)=1,2,…,n, 则 
由 1 天 7 或 1 一 7 一 到 十 1 
1, i= ji=1,2,.,m 


i 


令 4= (mx 则 Ar € Fr,z = DresPir = DzPie = 


iml 1 


Dape = Ax, 故 Pi 对 应 着 矩阵 4. 


i=1 


投影 算 子 的 性 质 : 

设 Pi 是 Hilbert 空间 到 其 闭 线性 子 空间 L 上 的 投影 算 子 , 则 

(1) Pi 是 有 界线 性 算 子 ; 

(2) Pi =0 或 1; 

(3) Piz=z 当 且 仅 当 zEZiPrz=0 当 且 仅 当 x1 工 . 

证 明 (DY zi,xz2EH,z=Piz+z T= Pizstz22 Li 
=1,2.az+Pr;=(aPrzit+BPLzs)+ (az+Bz,), 有 8 

aPizl 十 BPrrs E 工 ,az 十 Bz | L 

所 以 Pi(《azi 十 Bzxz) 二 aPixi 十 BPLzz. 故 Pi 是 线性 的 。 又 当 xXEH 
时 ,z= 二 Piz 十 x 一 Pr;Pir 上 Lz 一 Prz, 于 是 上 zx 上 := Piz 上 :十 
Tz 一 Pizl ?3, 故 1 Piz 有 二 上 xz, 于 是 Pil 二 1, 从 而 Pi 是 有 
界 的 。 

(2) 当 艺 ={0} 时 , 则 Y zE€EH,Pizr=0, Pi =0. 当 L 冯 {0} 
时 ,有 Zz 关 0,xEL, 则 Piz=zx, 故 Pi =1. 

(3) 证 略 。 

定理 5.50 设 P 是 Hilbert 空间 已 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 己 
是 投影 算 子 的 充分 必要 条 件 是 : 为 宕 等 ( 即 P?= 了 ) 的 自 伴 算 子 。 
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证 明 设 忆 是 鼠 到 其 闭 线性 子 空间 二 上 的 投影 算 子 ,Y zi， 

zzE 已 ,有 
Ti= Pzrt+ zz LPr€EL,i=1,2 
由 (CPzi,z:) 王 (zx ,Przr:) 一 0 得 
(Pziyzz) = (Pr PZ; 十 2) = (PrzriyPzrz) 十 (Pziyzz) 
= (Pzi,Pz:) = (Pz 十 zi,Pzs) 一 (ZiyPzz) 

故 己 是 自 伴 算 子 , 即 己 一己 

由 PCPz)=Pzr( 因 PrEL) 知 P=P,P 是 宕 等 的 。 

反之 , 设 P 是 有 界线 性 算 子 , 且 P=P'=P*. 记 L=N(I 一 P) 
三 {z|(1 一 了 )zx 二 0}, 其 中 7 为 便 等 算 子 。 由 于 1 一 P 为 连续 线性 算 
子 , 则 工 是 五 的 闭 线 性 子 空间 , 往 证 了 是 及 到 LL 上 的 投影 算 子 。 

事实 上 ,Y xEH, 则 z=Pz 十 (1 一 P)zx, 由 于 (1 一 P)Pzr=Px 
—P’z=0(P?=P), 故 Pr€EL,Y y€L,((I 一 P)z,y)=(zx, (I— 
P)y)=04P=P' 坟 (1 一 P)'=1 一 P). 所 以 (I 一 P)z]L. 因此 Prz 
是 zx 在 LK 上 的 投影 ,从 而 了 是 HH 到 工 上 的 投影 算 子 。 口 

定理 5.51 设 P 是 复 Hilbert 空间 如 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 
了 成 为 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 :y zx€EH, 有 Pz 有:= (Pz,zx). 

证 明 设 P 是 投影 算 子 , 则 由 定理 5.50 知 P= 己 "一 疡 ,从 而 
YY ze， 

外 Pzl: = (Pz,Pr) = (P*Pz,z) = (Pzz,z) = (Pz,z) 
必要 性 得 证 。 

反之 , 设 Y z+EH, Pr 上?= (Px,z), 由 定理 5.48 知 ,P 是 自 
伴 算 子 , 即 P=P* ,由 于 (Pz,z)= Pz 有 ?= (Pz,Pzx)=(Piz， 
7), 记 4A=P—P?, 则 VY rE H, (Az,z)= (Pzr—Pizr,z)= (Pr,r) 
一 (Px,z) 二 0, 故 由 引 理 5. 47 知 ,P==P?. 

对 投影 算 子 的 运算 ,有 PiPu,Pi 十 Pu,Pi 一 Pw 等 运算 。 

定理 5.52 设 Pi, Pu 是 两 个 投影 算 子 , 则 LL MSSPiPn= 
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证 明 必要 性 。 设 工 LM, 则 Y zx€EH,Pur€EM, 从 而 Puz 上 
L, 于 是 Pi(Pwz)=0. 故 PPv 一 0. 

充分 性 。 设 PiPx= 二 0, 则 Y zEM,Piz 一 PCPuz) 一 0, 故 z 上 
工 ,因此 LLM. 口 

定理 5.53 设 疡 ,Puw 是 两 个 投影 算 子 , 则 Pi 十 Pu 是 投影 算 
子 的 充 要 条 件 是 PP 二 0, 且 当 Pi 十 Pu 是 投影 算 子 时 ,有 Pi 十 
Pu=Pi@u: 

证 明 当 Pi 二 Pw 是 投影 算 子 时 ,由 定理 5. 50 知 Pr 十 Pw 是 
第 等 的 , 即 (Pi 十 Pu)?== 了 Pi 十 Px. 从 而 
Pi + Pu = (Pr + Pu)’: = Pi+ PrPy + PuPr + PY 

= P+ PiPau t+ PuPrt+ Pu 
于 是 PiPu 十 PuP, 王 0, 分别 左 乘 与 右 乘 Pi 得 

PPu + PrPuP, = 0,PiPuP 十 PvP 一 0 
由 此 二 式 可 得 PrzPw= PuPi. 再 由 PrPw 十 PwPrz=0, 得 PPw 一 
0. 必要 性 得 证 。 往 证 充分 性 。 

如 果 PrPw 王 0, 则 由 定理 5.50, 有 0= PiPu= (PLPw) 一 
PuPi 二 PuPi, 于 是 

Pit Py) = P+ PPy t+ PuPr + PY= P+ Py 
澡 I Prt Pa I < | Ty I 十 \ Pu 上 Pit+Py)" =Pi 二 Py=Pi 二 
Pu', 故 Pi 十 Pu 是 塞 等 的 自 伴 算 子 ,从 而 由 定理 5. 50 知 Pi 十 Pu 
是 投影 算 子 。 

最 后 证 明 ; 当 Pi 十 Py 是 投影 算 子 时 ,Pi 十 Pu= Prew: 因为 
当 Pi+Pu 是 投影 算 子 时 ,由 前 一 部 分 已 知 PzPv 一 0, 由 定理 
5.52 知 LLM, 故 LBM= (zi 二 zzlziEZLyrEM)} 是 直 交 和 。 

对 zEZL,zTM, 故 (P 十 Pu)z=Prz 十 Puwz 一 Pr 一 zV y€ 
MylL, (CPP 十 Piy 一 Pr 十 Puy=Puy 一 因此,Y xE LOM, 
《十 PoD0z=z, 而 V zLLOM;, 则 z 上 上 L,zLM, 从 而 (Pi 二 Pn)x 
三 Pz 十 Puz 二 0. 因此 ,Y xE H, 由 于 LOM 是 已 的 闭 线性 子 空 


218 


间 , 所 以 ,z=? 十 z,yEZLM,y= 一 十 rrELrzEMzEL 四 
M,z] 上 LL,zLM, 于 是 Prewz=zi 二 za 又 由 于 ziEZ,z ZL,z| 
LL, 故 Piz=0, 所 以 Pir==zy. 同 理 ,Pxz= zz 因此 , (Pi 十 Pu)z= 
Piz 十 Puz 二 Pi@wzx; 从 而 Pi 十 Pu=Pigw: 口 

定义 5. 31 称 两 个 投影 算 子 P 和 QQ@ 是正 交 的 ,如 果 PQ=0， 
记 为 PLQ. 根据 定理 5. 52 知 ,两 个 投影 算 子 P 和 Q 正 交 的 充分 
必要 条 件 是 其 投影 子 空 间 正 交 。 由 定理 5. 53 知 ,两 个 投影 算 子 P 
和 QQ@ 之 和 PP 十 Q 是 投影 算 子 的 充分 必要 条 件 是 一 与 Q 正 交 , 且 此 
时 P+Q@ 是 了 与 Q 的 投影 子 空间 的 直 交 和 上 的 投影 算 子 。 这 个 结 
果 可 推广 到 两 两 正 交 的 投影 算 子 序列 的 无 穷 和 的 情况 。 

定理 5.54 设 P,,m=1,2,… 是 Hilbert 空间 已 中 一 列 两 两 
正 交 的 投影 算 子 , 则 必 有 投影 算 子 己 使 得 V z€EH 有 


Pr 一 >)Pz (5 — 40) 
iml 


证 明 。 设 Q, - PP, 首先 要 证 明 :对 于 任意 z E 且 , 存 在 》 
E HH, 使 得 1Q.z 一 y‖ 一 om 一 oo) 
因 己 , 两 两 正 交 ,由 定理 5. 53 知 ,Q, 为 


@L = {z+ z+ 二 zz € Li= 1,2,.",n} 


上 的 投影 算 子 , 其 中 亏 为 P; 的 投影 子 空间 ,i=1,2,…. 故 Y zE 
H,， 


lal’> lozl’= Dra| = Dral: 
从 而 > Pz 有 ?收敛 ,因此 ， 2 | Piz ll ?~ O(n — covm -> o0). 
往 证 (Qsz) 为 妃 中 Cauchy 列 ， 这 由 


1Qsz — Q,z l= 站 


m1 
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得 知 。 因 此 ,存在 唯一 的 yE 互 使 得 | Q.z 一 >‖ 一 0,Cz 一 co). 记 y 
=Pz, 忆 是 线性 算 子 , 且 由 于 
1Pzl = lyl = lmlQzl < lzl 


P11, 故 P 是 有 界 的 。 
V xEH, 由 (5 一 40) 式 ， 


1Pz = lim| Dral = im D> SE 
一 lim D Pa,a = (Pzx,7z) 

由 定理 5. 51 知 ,P 是 投影 算 子 。 

由 定理 5. 54 定义 的 投影 算 子 二 的 投影 子 空间 的 结 
构 如 何 呢 ? 记 

L=@L- {Dal ELis 112,, 3) Iz? < 0} 

如 果 定理 5. 54 中 忆 的 投影 子 空间 为 二, 则 定理 5. 54 中 的 了 为 
perin = Pi 这里 DP 是 指 按 算 子 范 数 的 收敛 , 即 强 收 伍 。 

事实 上 , 当 zE HH 时 ， 

NPzl?= SPzl Pz € Li 12 


所 以 
Pr € L=®L, 
iml 


因此 {zlPz=x}CL. 反 之,Y +E€L, 记 z= 六 ,这 里 €L, 
i=1 
i 二 1,2,…,》) lz < co. 由 {L,} 的 两 两 正 交 性 ,有 
i=1 


Zk = ns 


Piz, = 
es 
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故 Piz= 忆 Pnzr 一 miE Lo 因此 ,Pr= DPsr= 2 r=7， 
n=] n=] k=1 


所 以 了 = {zlPz = zx}. 故 P 是 L 上 的 投影 算 子 。 口 
关于 两 个 投影 算 子 Pi 与 Pu 的 乘积 PPw, 有 下 述 结果 : 
定理 5.55 设 Pi,Pu 是 Hilbert 空间 及 上 的 两 个 投影 算 子 ， 

则 PrPw 成 为 投影 算 子 当 且 仅 当 PiPw 二 PuPi. 且 当 PiPw 是 投 

影 算 子 时 ,PPu 一 Prnw- 

证 明 ” 当 PiPw 是 投影 算 子 时 ,由 定理 5. 50 知 ,PiPw 是 自 伴 

算 子 , 即 

PiePu = (CPP 一 PyP = PuP 

反之 , 当 PiPu 二 PuPi 时 , 则 有 (PiPm) "=PiPi ==PuPL=PiPy: 

叉 (PiPu)?= PrPuPiPu=PiP%= PiPw, 由 定理 5.50 知 ,PrPw 

是 投影 算 子 。 

最 后 , 当 PrPw 是 投影 算 子 时 ,车 TELNM, 则 PiPuzr= Pix 

三 zx, 反之 , 若 zE 已 ,使 得 户 Puz=z 则 zEZL ,又 z 一 PyrPrzry 一 工 

EM, 从 而 XzELNM, 因 此， 

LNM= {zxIPPyzx = x} 

故 

PiPu = Prznw 


图 

我 们 以 介绍 Pi 一 Pw 结束 本 节 内 容 。 

定义 5. 32 设 L,M 是 Hilbert 空间 局 的 两 个 闭 线性 子 空间 ， 
且 LDM,L 中 与 M 正 交 的 向 量 全 体 称 为 M 在 工 中 的 正 交 补 , 记 
LOM, 则 

LAM= {rlr€ELEz| M}=LNM! 

定理 5. 56 设 P,Pw 是 两 个 投影 算 子 , 则 了 ,一 Pw 是 投影 算 
子 的 充 要 条 件 是 LM. 当 Pi 一 Pw 是 投影 算 子 时 ,Pi 一 P= 
Poem 
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证 明 设 疡 一 Px 是 投影 算 子 ,又 Pi 二 (Pi 一 Pu) 十 Px 是 投 
影 算 子 , 由 定理 5. 53 知 (Pi 一 Pw)Pu==0; 因 此 PiPx=Puy 故 MC 
L, 这 是 因为 Y zEM,Puwzr 一 z, 从 而 Prz=PrCPwz)=Pwz 一 z, 所 
以 zEL, 于 是 ,MEL. 

反之 ,; 设 LDM,Y x€EH,Pur€E MEL, 所 以 Pi (Puzx)= 
Puz, 故 PiPy=Pw. 于 是 

(Pi — Pu)’ = PY — PiPu — PuPi t+ Ph = P,— Pu 
又 显然 有 (Pi 一 Pw) “二 Pi 一 Pi 二 Pi 一 Px, 由 定理 5.50 知 Pi 一 
Pw 是 投影 算 子 。 充 分 性 得 证 。 

又 当 Pi 一 Pu 是 投影 算 子 时 , 记 其 投影 子 空间 为 Li, 即 P 一 
Pu 二 Ph, 从 而 Pi 十 Pu 二 Pi 是 投影 算 子 。 

由 定理 5. 53 知 L,@M=L, 由 此 推 知 L=LOM. 口 

由 定理 5. 56 易 知 , 当 Pi 是 由 Hilbert 空间 已 到 它 的 闭 线性 
子 空间 LL 上 的 投影 算 子 时 ,I 一 Pi 是 H 到 Li 上 的 投影 算 子 。 


$ 5. 5 ”最 佳 逼近 与 泛 函 极 值 


$ 5.5.1 最 佳 逼近 问题 


我 们 从 一 个 具体 例子 开始 。 

例 5-25 设 z() 是 闭 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 , 即 zxEC([a， 
5]) 现 要 用 一 个 次 多 次 式 P.(t) 近 似 z(2) ,使 得 对 任意 次 多 项 
式 y(), 有 

max|z() — PAD < maxlz() — yD) (5—41) 


其 中 /一 [o,， 
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把 上 述 问题 叙述 成 为 赋 范 空间 的 最 佳 逼 近 问 题 如 下 : 记 C 
《[a,6]) 为 [a,b] 上 连续 函数 全 体 ,CCLa,5]) 上 范 数 定义 为 
1 zl = max (1 
zEC([a,p]). 设 z()=#,j=0,1,2, 呈 ,nt€EJ. 记 Y= 
span {zo(t) ,zi(t) zt))}, 则 7 是 CC[ae,o) 的 闭 线性 子 空间 ， 
(5 一 41) 式 相当 于 
lz—Pl = inflz—yl (5 — 42) 
这 样 的 逼近 称 为 一 臻 逼近。 这 里 有 两 个 问题 需要 考虑 :一 是 关于 
PD, 的 存在 性 问题 , 即 是 否 存在 P.EY, 使 得 (5 一 42) 式 成 立 ,二 是 
使 得 (5 一 42) 式 成 立 的 P, 是 否 唯 一 。 
下 面 ,我 们 先 对 一 般 的 赋 范 空间 解决 最 佳 逼 近 的 存在 性 与 唯 
一 性 问题 ,然后 求解 C([a,6]) 中 的 一 臻 逼近 与 L*([a,6b]) 的 平方 
平均 逼近 问题 。 
定义 5.33 设 (X, 上， 省) 是 赋 范 线性 空间 ,了 是 X 的 子 空 
间 ,6=inf lz 一 y1 是 z 到 Y 的 距离 , 记 为 4(z,Y). 如 果 存 在 y。 
EY ,使 得 zx 一 yo =6, 则 称 yo 是 zz 在 Y 中 的 最 佳 逼 近 。 
定理 5.57 如 果 Y 是 赋 范 线性 空间 (X, | 。 | ) 的 有 限 维 子 
空间 , 则 对 每 个 zxEX, 存 在 Y 中 关于 z 的 最 佳 逼近 。 
证 明 设 给 定 zEX, 令 
B={y€Y|lyl <21zl} 
则 9EB, 且 
dlz,B8) =inflz— yl < lzl 
又 当 yEY 但 y&8 时 ,Vy 上 >>2 上 zx 中 ,从 而 
lz—yl2 yl — lzl > lzl dz,B) 
故 d(z,Y)=d(z,8)A6, 且 此 值 只 能 在 8B 中 达到 。 因 B 是 有 限 维 
空间 中 有 界 闭 子 集 , 故 8 是 紧 集 , 而 f(y)= 上 zx 一 yl (yEB) 在 B8 
上 是 连续 的 ,根据 紧 集 上 连续 函数 在 该 紧 集 上 一 定 可 取得 最 小 值 
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与 最 大 值 的 性 质 知 ,存在 y,€ BSY, 使 得 | z 一 2 =inf 1 zx 一 
y= 二 d(z,8). 故 y 是 z 在 Y 中 的 最 佳 融 近 。 

根据 定理 5. 57, 在 例 5-26 中 ,Y TECKl[a,5]),z 在 Y=span 
{1,, 妊 ,st 中 的 最 佳 逼近 P,(z) 是 存在 的 。 但 是 否 唯一 呢 ? 为 
此 ,下 面 研究 唯一 性 的 条 件 。 

回忆 线性 空间 X 的 子 集 M 叫做 凸 集 的 定义 , 若 yzE M, 则 
VY oa,0 委 o 秋 l,ay 十 (1 一 czEM. 

在 赋 范 线性 空间 (X, | ， 中) 中 , 设 zxEX, 则 zz 在 子 空间 Y 中 
的 最 佳 逼近 的 全 体 M 是 一 凸 集 。 事实 上 , 设 y,zEM, 则 Dz 一 y | 
三 上 zx 一 z=6.Y a,0<a<1, 记 v=ay 十 (1 一 0)z, 易 知 vEY, 故 
Hz 一 v1| 宇 6. 又 

1z 一 "外 = are + orm 2 
Salzr—y|l+(—olzr—<l=6 

所 以 zx 一 v=6, 故 v€EM. 

而 M 含 于 闭 球面 B={y| x 一 y=6,yEY) 上 ,车 zx 在 Y 
中 有 两 个 不 同 的 最 佳 通 近 y,x, 则 M 包含 直线 段 ay 十 (1 一 a)z, (0 
a<1), 而 这 直线 段 在 闭 球面 上 。 若 X 中 范 数 外 ，| ,使 得 闭 
球面 不 含 直线 段 的 话 , 则 最 佳 逼近 是 唯一 的 。 

X 上 范 数目 ， | 若 满足 :Y zEX,yEy,‖zl=1yl=1,z 
隆 y, 有 上 zt 十 y <2, 则 称 上 ， 趾 为 严格 凸 范 数 ,(X, 上， |‖) 被 称 
为 严格 凸 赋 范 空间 。 这 样 , 在 严格 凸 的 赋 范 空间 中 ,任意 半径 为 9 
的 闭 球面 上 不 会 有 直线 段 ,因此 ,Y zEX,z 在 其 子 空间 Y 中 的 最 
佳 逼近 若 存 在 , 则 必 唯 一 。 由 此 易 知 

定理 5.58 设 了 是 Hilbert 空间 已 的 闭 子 空间 , 则 Y ze 已， 
Z 在 Y 中 的 最 佳 逼近 唯一 存在 。 

证 明 根据 投影 定理 ,zx 在 Y 中 的 最 佳 逼近 是 Pyz,Py 为 二 
到 了 的 投影 算 子 。 

其 次 ,及 是 严格 凸 的 赋 范 空间 。 事 实 上 ,Y z,yE 瓦 , 若 上 zl 
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三 1, | y 中 ==1,z 关 y, 由 平行 四 边 形 公式 , 记 上 zx 一 y1 二 a>0， 
lzt+yl?=~— zo—yl:+2Czl’:+ |yl’) 
一 一至 十 2(1 十 1) 二 4 
所 以 上 z+?1 引 <2, 故 五 是 严格 凸 的 赋 范 空间 。 因 此 ,z 在 了 中 的 
最 佳 盈 近 是 唯一 的 。 
对 于 C([a,6]) 中 范 数目 z 站 = max {z(t) |, CC (La,6)), 


上 ， 上 ) 不 是 严格 凸 的 ,因为 对 z(t) 二 1,z2()== 针 3wwE [oa 的 ， 


Zi 天 za | zt = zz) =1. 但 | ztzl = max 1 十 志 。 一 2. 


如 果 对 Cl[a,6]) 的 有 限 维 子 空间 Y 加 上 如 下 的 Haar 条 件 ， 
则 xzEC([a,b]) 在 Y 中 的 最 佳 逼 近 是 唯一 的 ,而 且 Haar 条 件 也 是 
必要 的 。 

Haar 条 件 : 设 了 是 C([a, 纪 ?的 有 限 维 子 空间 , 若 V yEY,y 关 
0,y 在 [a,b] 上 至 多 有 nn 一 1 个 零点 ,这 里 4 二 dimY, 则 称 Y 满足 
Haar 条 件 。 

注 Haar 条 件 等 价 于 条 件 :对 Y 的 每 一 组 基 y,y,,…，,y, 及 
6E Lab)i=1,2, nt;(i 关 站 ,有 


ap) ie) yt) 

yzG) ya(tz) (bo) 
4 

Fab) nt) yl) 


这 是 因为 Haar 条 件 指 :Y y EY,y = ay, 当 y 有 个 以 上 


的 零点 (avast 时 ,y= 二 0, 即 a 二 0, 必 二 1,2,…sn 这 意 际 
着 方程 组 


y(t)) = Bem, ) = 0,j= 1,2," 
只 有 零 解 ， 这 当 且 仅 当 ， sz0. 
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引 理 5. 59 ” 设 空间 CC[a,6]) 的 有 限 维 子 空间 Y 满足 Haar 条 
件 , 车 对 xzECl[a,6]),yEY,z 一 y 少 于 十 1 个 最 值 点 , 则 y 不 是 
在 Y 中 的 最 佳 逼近 ,其 中 =dimY. 

证 明 设 r 一 y 有 mm 个 最 值 点 ti,toy… stmw 则 mn, 当 mm 过 n 
时 ,可 在 [a,b] 中 添加 一 些 点 ,使 得 有 toy… st 设 … ,yy 为 Y 
的 一 组 基 , 因 Y 满足 Haar 条 件 , 故 (5 一 43) 中 A 关 0, 于 是 方程 组 

DBiyilt) = x) 一 yt) si = 112 on 
k=1 
有 唯一 解 pp 和, 令 
加 二 六 po =y+ey EY(e>0),0=r—y, 
kel 


往 证 : 当 e>>0, 充 分 小 时 ,有 v1 二 上 vl . 故 y 不 是 z 在 Y 中 的 
最 佳 逼近 。 

在 最 值 点 处 , jw()1= vl 之 0(w=zx 一 y 隆 0). 由 于 yoii)= 
2GD vi 一 1, 2, 及 连续 性 ,对 每 个 #, 存 在 邻 域 .Ai ,使 得 在 -大 
=U7, 中 有 

= inf lv (D1 > 0,inf yt)1> 二 lvl) 
因为 yti)==v(4i) 关 0, 故 对 一 切 1:€ ,yolt)/v(t) 之 0, 且 由 (x*) 
式 得 
2(Gt) Ny) inflyo)| 1 
v(t) lv vl 2 
令 Mo 二 sup1yo《z)1, 则 对 于 任意 正 数 e< 丰 ,对 每 个 1€N, 


Eyolt) _ elyolt) M 
yolt) _ elyo | 


V 


v0) loG)] 
由 于 v=v 一 ey0, 故 V :EV,0<e<p/Mo, 有 


Eyo(t) 
v(t) 


lv 1 = lo() 一 em(G)| = Iv) a ) 
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和 lzlG 一 多 < lol 


记 K=[a,bj\Y ,定义 Mi=supleklyo(Ci)|1,M: 一 supieklv(t) |， 
- 尹 包 含 w 的 一 切 最 值 点 , 故 M:<< 1 且 1z1 ==M;+7(7>0). 
取 正 数 e<7/M, 则 VY t+€EK， 
lv Sv + ely WI SM+eM <M+7= ol 
从 而 v1 过 lv. 口 
定理 5. 60(Haar 崔 一 性 定理 ) 设 Y 是 空间 C([a,6]) 的 n(n 
有 限 ) 维 子 空间 , 则 对 每 个 z<EC([a,5j) 在 Y 中 的 最 佳 逼近 唯一 的 
充分 必要 条 件 是 Y 满足 Haar 条 件 。 
证 明 先 证 充分 性 。 设 Y 满足 Haar 条 件 ,y€ Y,y€EY, yy 
都 是 CC[a,5]) 中 某 固定 z 的 最 佳 逼近 , 记 w 一 z 一 yz 一 1,2. 则 有 
1 wu 1 = 上 v1 =6=d(z,Y), 因 z 的 最 佳 逼近 全 体 是 凸 集 , 故 y 


一 J 了 于 也 是 z 在 Y 中 的 最 佳 通 近 ,由 引 理 5.59 知 ,0 一 zx 一 y= 
于 Cox 二 wa) 至 少 有 1 个 最 值 点 4wts，… et 使 得 ud)1= | 
一 0 从 而 


2o(0) = w(t) 十 v(tj) = 26 或 一 26 

而 (v7) |< lw) =6,1v() |< vl =6, 由 上 式 ， 
W(t) 二 vltj) =6 或 一 6,j 二 1,2,…n 十 1 
因此 ,和 一 y 二 v4 一 v1, 在 [a,;6] 有 nn 十 1 点 。 根据 Haar 条 件 (y 一 y。 
EY) 知 ,y 一 y= 二 0, 故 yy 二 yo 充分 性 得 证 。 
往 证 必要 性 。 如 果 Y 不 满足 Haar 条 件 , 由 (5 一 43) 式 知 ,存在 

Y 的 一 个 基 光 ,yo，… ,ys 和 tj€E[a,6],j=1,2,…,n, 使 得 (5 一 43) 
式 中 4=0, 因 此 , 齐 次 方程 组 


DBiyilt) 一 0 一 1 2 
k=1 
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有 非 零 解 B1,B,,…,B. 令 令 w= 忆 Byw 则 0 且 %() 一 0 0,j= 
1,2,…n. 设 使 得 X96 上 过 1 又 方程 组 


> retD 一 0,j 一 1,2，… 和 省 
‘=1 
也 有 非 零 解 mr rs Y yEY, 则 yy 二 妆 a( 因 (oo 
是 Y 的 一 组 基 ), 且 
Bry = Dn, Dag) = Dol > nordo)=9 
"EE 


k= 1 
(5 一 44) 
作 *EC([a,b]) 满 足 如 下 条 件 : 
一 1 <<0， 
z(t;) = sgnr; = { 20 


且 上 z= 记 z 仆 =z 人 D0 一 |2yo(2)1), 则 zxzEC([a, 外 ), 易 知 
z(t)=z(t)), | zl =1,7€EY. 
因 |zWI< Iz =1,12y 1<) ay <1,Y eEL-1,1), 
有 
lzG) 一 ehyoC)| < 外 zG) + ledyolt) | 
= |z(D10 — IAyo C0) | 十 |exyo(O1 
=1— (1— |l)lAy0)|<1, 
故 当 上 iz 一 yi 之 1(y€EY) 时 ,对 每 个 e€E[ 一 1,1j,e2yo 都 是 zx 在 了 
中 的 最 佳 逼近 。 往 证 Y yEY, 上 x 一 y 中 之 1. 倘若 不 然 ,存在 yEY， 
使 得 上 zx 一 y1 过 1, 则 由 
Z(t) = sgnr; = 土 ] 
及 [x2) 一 yG)) 委 上 xz 一 y 目 <1 知 
sgny(t)) = sgnz(t;) = sgnr; 


从 而 由 (5 一 43) 式 ， 2 = em == 四 | 下 | = 0, 于 是 rj 
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二 0;j 一 1,2,… 和 但 mr 为 非 零 解 故 必 Y yEY, jz 一 
y| 上 宇 1. 因此 ,ze Cl[a,6]) 在 Y 中 的 最 佳 逼近 不 唯一 .所 以 , 当 
唯一 性 成 立时 ,Haar 条 件 必 成 立 。 口 

注 1 ” 当 Y 是 次 数 不 超 过 "的 多 项 式 (包括 y = 0) 全 体 时 ,了 
是 满足 Haar 条 件 的 , 且 dimY, = n 十 1. 因此 ,C([a,6]) 中 任意 zx 
在 Y, 中 的 最 佳 逼近 是 唯一 存在 的 . 设 己 ,是 z 在 Y, 中 的 最 佳明 近 3， 
= |z 一 了 ,中 ,由 Y。 己 Y, 己 …, 故 单调 减少 ,根据 Weierstrass 
定理 知 lim6， 一 0. 

注 2 ”由 上 所 述 知 ,V ze C([a,6b]),zx 在 Y, 中 的 最 佳 至 近 了 PD， 
唯一 地 存在 ,但 对 x € C([a,5]), 如 何 求 得 P, 却 是 个 比较 困难 的 
间 题 , 当 z ==* 且 [a,6] 二 [一 1,1] 时 ,x 在 Y= span{y,y1***， 
yn-1} 中 的 最 佳 逼近 是 

ycG) = £6) 一 二 OO > 


其 中 了 (为 Chebyshev 多 项 式 : 
7,(t) = cosn(arccost),t € [— 1,1] 
详细 可 参阅 [8]. 


§ 5.5.2 泛 函 的 极 值 


定义 5.34 设 X 为 Banach 空间 , 泛 函 了 在 zoEX 的 某 邻 域 
NaCzo)={zl x 一 zo 过 6} 内 有 定义 ,如 果 存 在 zo 的 一 个 邻 域 
N(xzo) 导 Nelzo) ,使 得 

fz) 2 f(T) fr) < fro)) zo €E NGCzo)) 
则 称 ze 为 了 的 局 部 极 小 (大 ) 点 ,jzo) 称 为 了 的 局 部 极 小 (大 ) 值 。 

对 于 微 积分 中 的 一 元 函数 f(z) 的 极 值 的 存在 性 ,我 们 是 用 微 
分 公式 f(z) 一 fzo) 二 族 (z0) (zx 一 xo) 十 ol(z 一 zo) (x 一 zo) 来 研究 
的 。 当 是 泛 函 的 时 候 ,需要 将 微分 概念 作 一 些 推广 。 为 此 ,我 们 
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引进 一 个 算 子 是 Gateaux( 加 脱 ) 可 微 的 概念 如 下 : 
定义 5.35 设 X,Y 都 是 Banach 空间 ,zoEX, 算 子 7 :XY 
在 xz 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 若 Y hEX, 极 限 
lim e+ oh) 一 人 Co) sapsh) (5— 45) 


存在 , 即 
lim 7Y(zo 十 2 — T(z0) 

则 称 67"(zxo;h) 为 算 子 了 在 xz, 处 关于 增 量 的 一 阶 变 分 。 进 而 ,如 
果 67'(zo;h) 关 于 hh 是 有 界线 性 算 子 ,此 时 称 算 子 7 在 zo 处 是 
Gateaux (加 脱 ) 可 微 的 。 

注 1 当 f 是 Hilbert 空间 X 上 的 泛 函 时 ,如 果 了 在 zoEX 处 
是 Gateaux 可 微 的 , 即 极限 
f(zo tt ah) — f(zo) 


一 067 (zo;h)|= 0 (5 — 46) 


inf 
存在 且 为 h 的 有 界线 性 泛 函 , 而 由 Riesz 表示 定理 (定理 5.45), 存 
在 唯一 的 了 (zo)EX' ,使 得 
6f (zo3h) = (f' (zx0),h) 
且 上 6f 《zo;h) 上 = 上 fr(zo 1. 因此, 称 f°(zo) 为 在 zo 处 的 
Gateaux 导数 。 

注 2 当 X=R" 时 ,R" 上 泛 函 便 是 4 元 函数 f(z)=f=(&,， 
名 ) ,对 Xo 二 (名, 名,… ,名 ) ER",h 二 (hi ,hs,…,h,) ER", 有 
fzo + oh) — fxo) 

a 


Af (ro;h) 


6f (zo;h) = lim 


i 
= | 之 类] | 亏 (gradf |, ,h) 


可 见 , 泛 函 了 在 mEX 处 的 Gateaux 导数 己 (zo) 是 多 元 函数 的 梯 
度 概 念 的 推广 。 
类 似 于 多 元 函数 ,给 出 泛 函 取 局 部 极 值 的 必要 条 件 如 下 : 
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定理 5.61 设 f 是 定义 在 Banach 空间 和 上 的 泛 函 , 且 了 在 
Zo 处 具有 一 阶 变 分 6f(zo;h), 则 zo 为 了 的 局 部 极 值 点 的 必要 条 
件 是 6f(zo;h)==0. 

证 明 ”对 于 任意 hEX, 记 $a) 二 f(zo 二 ah). 因 #8(q) 在 a=0 
取 极 值 , 故 由 一 元 函数 极 值 的 必要 条 件 知 ,Y hEX. 


# (0) = lim Lm + oh) — f(z) =6f(z0;h) =0 


例 5-26 设 函 数 H(u,v,w) 具 有 二 阶 连续 偏 导数 , 记 C?([a， 
5]) 为 闭 区 间 ([a,5]) 上 具有 二 阶 连续 导数 的 函数 全 体 。 记 D([a， 
56])={yEC’([a,6])|y(a)=y0,y(b)=y1)},hEC([a,b]) ,使 得 y 
十 0E DC[a,6]) ,h(a) 二 h(6) 二 0. 定义 泛 函 


6 
J[y(z)] = | Flr,y,y )dr 


求 J[yj 在 y(zx) 达 到 极 值 的 必要 条 件 。 
解 ” 由 定理 5.61, 对 yE DC[a,5]), 记 
ga) = J[y + ah] 
#(0) 一 是 J[7 十 oh]|。。 一 im + 0) — J) 


而 
[2 
J[y+ah]= | F(zr,y+ ah,y' 十 ah')dz 


b 
J[y + ah] — J[y] = | Fzyy + ahyy + ah') — Flz,y,y )dr 


因 y,hEC*《[a,6]), 故 由 一 致 收 全 性 ( 见 第 四 章 ) 和 复合 函数 微分 
法 知 ， 


9 
$a) 一 Ex/ 二 ah]|。o 
b 
=lim| {Pry + ehyy + ah') — Prysy dz 


ae0 


b 
aa 
= | lm TFG,y + ehsy + oh) — Flzsysy jdz 


SA i sh Ct 
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一 [es, “hi+ Fy*h)dzr 
由 定理 5. 61 知 ,车 J[y] 在 y。 达 到 极 值 , 则 必 # (0) 王 0, 从 而 
[yr ht hye hdr—0 
由 分 部 积分 法 , 
paz=| ryan 


， 人 
= htyl — hE)dz [Bedz 


所 以 
b d 和 
# (0) = (8, — EF)hdz = 0 (5 — 47) 
从 而 "” 可 知 
和 EFy =0 (5 — 48) 
或 
pthy +tFyy— b=0 (5—49) 


(x* ): 由 (5 一 47) 式 得 出 方程 (5 一 48) 的 证 明 如 下 : 

如 果 方 程 (5 一 48) 在 $€ [a,5] 处 不 成 立 ,不 妨 设 8(§)=(F, 一 
是 zy)(9)>0, 由 g(z) 的 连续 性 ,存在 区 间 [zo,zij]S[a,b]，, 使 得 
6E [ro,zi] 且 @(z)>0,zE[zoz]. 令 
0， a 委 z 委 zi 或 嫉 委 工 委 0 
(ra 
则 h(a)=h(5)==0,h'(z) 在 [a,5] 上 连续 ,因此 4h 满足 条 件 ,但 

| econcodr= [ow — zz — zdr>0 
与 (5 一 47) 式 矛盾 , 故 方程 (5 一 48) 成 立 。 


利用 例 5-26 可 得 出 本 章 开始 提出 的 最 速 下 降 曲 线 的 解答 , 正 
式 地 叙述 如 下 : 


hz) = | 
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例 5-27 在 同一 铝 直 平面 内 
的 所 有 连续 不 在 同一 铝 直线 上 的 两 
点 4,8 的 曲线 中 , 求 一 条 曲线 本， 
使 初速 度 为 零 的 质点 仅 在 重力 作用 
下 , 自 较 高 点 4 沿 厂 滑 到 台所 需 时 
间 最 短 。 

解 选择 坐标 系 如 右 图 。 设 节 
的 方程 为 y=y(z),0<zx<a. 质点 在 M(x,y) 处 的 速度 为 ,质点 


的 质量 为 mm, 由 能 量 守恒 定律 知 二 mrvz 一 mky，, 即 
v= V2gy. 
由 弧 微分 公式 知 ds 一 ViTy?dz, 所 以 ,由 吾 =v=V383 得 


dt= us sh 
2gy 


从 4 到 B 所 需 时 间 为 
1[y] = fa 人 /法 半 dz 
令 Fo = 法 业 ,由 于 
dF 


Fe 是 ov =F.+yF,+yh, 
一 人 Fr + y (Ey: t+ yhy, + yFyy))} 
=F.— yyFyyt+y Fy,+ Fy — hE,) 
所 以 ,方程 (5 一 48) 等 价 于 


二 
zt yb)— b=0 (5 — 50) 


ny / 1 x 
因 Flz,y,y)= 贰 六 不 显 含 z, 故 已 一 0, 于 是 


233 


di 
去 人 一 yo) =0 


从 而 
下 一 yk, 二 C， (Ci 为 常数 ) 
1 a 
b=— +y iy, 
而 J ?y ,因此 
?>(1 十 yY2) 一 C 
令 y=cot 亏 , 则 


y=C/Q + YD = Cisint £ = Ca — cow) 


cost)dt 


r= Go — sint) 十 C: 


当 t=0 时 ,z=0 得 Cs 二 0, 由 y(a)=6 得 C=besc? 多: 因此 ,所 求 
最 速 下 降 线 的 方程 为 


T= 2c 一 sint)， 


y= 30 一 cost) 
这 是 过 4,B 两 点 的 摆 线 。 口 


习题 五 


1 下 述 R’ 中 于 集 ,哪些 是 R 的 子 空间 ? 其 中 z= (&1,6,,6&): 
(1) 名 = 所 和 名 =0 的 一 切 z; 
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(2) 所 = 十 1 的 一 切 z; 
(3) 和 ,66s 都 是 正 数 的 一 切 z; 
(4) 与 一 名 十 名 一 At 为 常数 ) 的 一 切 
2. 证 明 {z1,z2，,… ,zx,} 是 空间 Cl[a,5]) 中 的 线性 无 关 组 ,其 
中 zDD)=# EE [a,b],i=1,2,"… on 
3. 设 久 为 一 切 有 序 实 数 对 z= 二 (人 $1, 人 6,) 所 成 的 线性 空间 ,证 明 
以 下 都 定义 了 X 上 的 范 数 : 
1 zx 王 | 和 | 二 1 和 51; 
人 z 1 一 (全 十 i; 
1 zl = maxfl 和 ,1 人 |) 
4. 设 XX 是 由 数 的 有 序 元 组 z= ( ,6 …,6) 所 成 线性 空 
间 , 证 明 


lz = Dél 


lz ,= (ez <z<co) 
1 
zl = maxl$§| 
lS&i<n 


都 定义 了 X 上 的 范 数 。 

5. 证 明 : 在 赋 范 空间 XX 中 ,f(z,y)==z 十 y,g (a,z) 二 az 是 连 
续 的 。 

6. 证 明 : 赋 范 线性 空间 的 子 空间 的 闭 包 仍 是 线性 空间 。 

7. 设 (K, | ，1) 与 (X， |。，|| 2) 均 为 赋 范 空间 ,证 明 其 乘 
积 空间 多 二 X,XX, 是 赋 范 空间 ,这 里 范 数 定义 为 

1 zj 一 max(C zx), | x),) 
Xi:XX* 上 的 代数 运算 定义 为 
(X1972) 十 (yyz) = (zi 十 yyzz 十 32) 
azlyzz) = (ax) ,ax,) 


ZiEXizzEXiya 为 数 。 
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8. 证 明 : 第 4 题 中 范 数 上. 外 与 上 上; 满足 
1 
-1 和 lzl,< lzl, 

9. 设 m,n 是 固定 的 正 整 数 ,X 是 由 一 切 mwXn 矩阵 A= 
Cai)wxn 按 矩阵 的 加 法 4 十 有 = (ax 十 和 r)wxs 与 数 乘 矩 阵 a4 = 
《aaib)wx* 所 构成 的 线性 空间 ,证 明 X 上 的 一 切 范 数 等 价 。 并 问 , 类 
似 于 第 4 题 中 的 范 数 上 1, 外 、 外 : 与 肯 ， 站 = 应 是 什么 ? 

10. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,证 明 线 性 算 子 7':X 一 Y 是 有 界 
的 , 当 且 仅 当 存在 常数 C, 使 得 对 一 切 zEdom(7') ,有 

Il7zl <clzll 

11. 证 明 ; 由 y=(%)==7zx,z==(§)) ,= 名/j,j=1,2,… 给 出 
的 算 子 7:/* 习 "是 有 界线 性 算 子 。 

12. 设 了 是 把 赋 范 线性 空间 X 映 成 赋 范 线性 空间 Y 的 有 界 
线性 算 子 。 如 果 存在 正 数 5, 使 得 

17zl 宇 bz 上 ,对 一 切 zE X 
证 明 7"™!' 存 在 且 有 界 。 
13. 设 X 是 R 上 一 切 有 界 实 值 函数 所 成 的 赋 范 线性 空间 ,其 
范 数 是 
1 zl = suplzC)| 
又 设 T;:X 一 Y 定义 为 
y(t?) = TzG) = zlt 一 4)(4 > 0 是 常数 ) 
问 了 7 是 否 为 线性 算 子 ?是否 有 界 ? 

注 :这 是 一 个 延迟 线路 模型 , 它 是 一 个 电子 器 件 ,其 输出 y 是 
输入 z 的 延迟 形式 ,其 延迟 的 时 间 为 A. 

14. 证 明 : 在 CC([a,5]) 上 ,由 


Go = zy dCy € Cas6])) 
f(T) = az(a) 十 Br(6) (a,B 固定 ) 
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定义 的 泛 函 是 线性 有 界 的 。 
15. 求 出 在 CC([a,6]) 上 由 


f(z) = [zWar 三 [ou 


定义 的 线性 泛 函 f 的 范 数 。 

16. 设 了 :R: 一 R3， (6 名 人) 一 (6 人 ,一 各, 一 名 ), 求 了 的 矩 
阵 表示 与 了 零 空间 NC7). 

17. 求 Rs 上 的 一 线性 泛 函 y 了 的 零 空 间 的 一 个 基 , 这 里 了 由 
(rz) 一 提名 一 后 ,一 (6 人 全 )， 

18. 设 了 是 定义 在 Euclidean 平面 Rz 上 的 泛 函 ,jz) 一 6 十 
aa 人 ez 一 (6 全 ) 一 有 2， (ayas 一 及 ), 求 了 在 R: 上 的 线性 延 拓 了 和 相 
应 的 范 数 。 

19. 如 果 对 赋 范 线性 空间 X 上 的 每 一 个 有 界线 性 泛 函 六 有 
f(r) 二 f(y), 试 证 z=y. 

20. 如 果 zo 是 赋 范 线性 空间 中 这 样 的 点 ,使 得 |7(zu)| 入 C 对 
一 切 范 数 为 1 的 EX' 成 立 , 试 证 明 上 zo 委 C. 

21, 设 X 和 了 是 Banach 空间 ,7.€ B(X 一 了) ,n= 二 1,2,…, 证 
明 以 下 命题 等 价 : 

《aq){ 71) 是 有 界 的 ; 

(2){ 7.z 趾 } 对 一 切 zEX 有 界 ; 

(o) {lgC7。z)1} 是 有 界 的 ,对 一 切 zEX 和 gE€Y*. 

22. 为 了 说 明 函 数 z 的 Fourier 级 数 可 以 在 z 的 间断 点 处 收 
费 , 求 函数 

—*<t<0 


0， 
(t = 
TDi<r 且 zC 二 2z) 一 0) 


的 Fourier 级 数 ,证 明 : 在 := 土 r 处 ,级 数 之 什 为 去 , 即 z 的 左右 
极限 的 算术 平均 值 。 
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23. 设 1<p<c ,二 十 二 = lz) EW, 则 Dx)y(7) ~ 
0CY y = {yyar…*} E 0 当 且 仅 当 max Hz 过 o 且 对 每 个 j 之 
1,zs(7) —> 0(n 一 co). 

24. 设 (X， OA 1<p<%,(f) LX,N, 
四 , 则 Y gE€ Ln (+ =1] 下 f.gdp 一 0(n 一 oo0) 的 充分 
必要 条 件 是 sup fl,<~ 5 入 YECHA,p(E) < co 有 

| fidu on oo) 

25. 设 (5,d) 是 度量 空间 ,X 是 赋 范 线性 空间 , 称 /3 一 X 为 
Lipschitz 函数 ,如 果 存 在 常数 M>0. 使 得 上 f(x) 一 了 (0) 性 Md 
(z,D(Y ztES). 证 明 :如 果 f:5 一 X 是 使 得 对 所 有 LEX" ,Lo 
f:SR 是 Lipschitz 函数 , 则 f:S 一 X 也 是 Lipschitz 函数 。 

26. 设 X 是 Banach 空间 , {zx} 壬 X 是 线性 无 关 的 , 且 使 得 Y 
E X ,存在 lo) CR 满足 lm | z 一 Do ‖ = 0. 这 样 的 一 个 序 


列 {z*} 称 为 X 为 一 组 基 。 证 明 ， 
(1) X 是 可 分 的 ， 即 存在 可 数 和 守信 


(2) 令 Y 是 中 使 得 > asz, 在 X 中 收敛 的 序列 tw) 全 


体 ,Vy E Y, 定 义 上 y= sp > zill , 则 (Y， 
家 k=] 


外 ， 1 ) 是 Banach 空间 ; 
(3) 证 明 存在 一 个 有 界 的 双 映 射 :T:X 一 Y; 


(4) 设 f.X Rf Dl az) 三 on 之 1, 则 ff € XX; 
#1 


(5) zx 不 属于 由 {zi 天 7) 所 张 成 的 线性 子 空间 的 闭 包 。 
27. 设 X 和 Y 是 Banach 空间 ,A € B(X 一 了 ) ,证明 存在 常数 
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C > 0, 使 得 14z| 上 宇 Clzl(Y zeX) 当 且 仅 当 Kernel 4 = 
{9}, 且 4 的 值 域 为 闭 集 , 其 中 Kernel 4 = {zEXI4z = 0}. 

28. 设 X 和 Y 是 赋 范 线性 空间 ,7':X 一 Y 是 线性 算 子 , 则 
graph7 是 闭 的 , 当 且 仅 当 z, 一 0,72, 一 yy = 0. 

29. 空间 (Cl[a,5]), | 。， |) 不 是 内 积 空 间 , 其 中 范 数 为 
lzill = max [zx(2) | 

30. 设 妃 是 内 积 空间 ,外 z 外 是 由 内 积 所 导出 的 范 数 , 则 当 忆 
是 实数 域 上 的 内 积 空间 时 ,有 


(z = +rtyl: — lz yl’) G) 
当 及 是 复数 域 上 内 积 空间 时 ,有 
(zn =3ztyl— Izyl: 


+ilztiyl:—ilr—iyl’) (2) 
试 证 明之 。(1) 和 (2) 两 式 称 为 极 化 恒等式 。 

31'. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,其 中 范 数 为 | ， |, 若 Y z,yE 
X, 有 上 x 十 y 有: 十 xz 一 y 中 ?=2( 上 zx 用 十 上 y 趾 ). 证 明 :可 在 X 
上 定义 内 积 (z,y) ,使 得 Y zxEX, || xz| = 人 zz7. (提示 :利用 极 
化 恒等式 ) 

32. 如 果 在 内 积 空间 中 ,对 一 切 =, 有 (z,z)= (zo), 证 明 w= 

33. 证 明 :在 内 积 空间 中 ,z 上 y 当 且 仅 当 上 z 十 oj 兰 1 zl 
对 一 切 标量 a 成立。 

34. 设 信 是 Hilbert 空间 ,f,g€H, f= |g 中 =1, 证 明 

VtE (0,1), 有 f++(1 一 1)g <1. 该 不 等 式 对 (hE HI 有 过 
1} 成 立 吗 ? 

35. 设 MEH,P=Py( 对 M 的 投影 算 子 ) ,证 明 I 一 P 是 H 

在 M1 上 的 正 交 投影 。 
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36, 设 MEH ,证明 MNM1t:={0}, 有 VY hEH,h=f++g,f€ 
M,g€E MH. 
37. 设 H=EN U0), 即 Y zx E LN U 0),7x= (ro,xi, ze, 


…),ziE R,j= 0,1,2,, 且 | 二 上 << co. 
(1) 证 明 , 如 果 {a,} 三 2, 则 震级 数 > ) 2" 的 收敛 半径 > 1. 


(2) 如 果 |4| 过 1,L:H 一 C(C 为 复数 域 ),L({a,}) = Zoo 
找 出 ho € 态 , 使 得 L(h) = (h,h),yh€EH. 

(3) 求 在 (2) 中 定义 的 线性 泛 函 L 的 范 数 1 

38… 设 昌 二 L2([0,1]),C 是 [0,1] 上 有 连续 导 函 数 的 函数 
全 体 , 设 :E [0,1]. 定义 L:C 一 R,L(h) (1) 一 请 (0 证明: 不 存 
在 HH 上 的 有 界线 性 泛 函 ,在 C 上 同志 一致 

39. 在 XOY 平面 内 求 一 条 边界 固定 的 曲线 ,使 其 绕 模 轴 旋转 
产生 的 空间 曲面 面积 最 小 。 

40. 求 泛 函 /[y(z)] 一 |(y: 一 yr)dz 满足 边界 条 件 y(0) = 


中 至 | = 1 的 极 值 曲线 。 
全. 按 Fermat 原理 ,光线 在 一 种 介质 中 自 一 点 4i zivy) 伟 
播 到 另 一 点 A(zs,y) 的 道路 y=y(z) 使 传 摄 时 间 
7[y(z)]= 广 衬 
取 极 小 值 ,其 中 s 是 弧 长 ,v(z,») 是 光 在 这 种 介质 中 的 传播 速度 ， 
证 明 : 光 的 传播 首 路 清 足 方程 


Pv 2 J 也 一 
Wt +y ) Dy ty ) 云 一 (0. 


第 六 章 “FOURIER 积分 与 广义 函数 


正 像 对 数 运算 将 实数 的 乘法 和 除法 运算 转换 为 实数 的 加 法 和 
减法 运算 一 样 ,积分 变换 可 将 函数 的 微分 与 积分 运算 转换 为 函数 
的 乘积 运算 。 这 样 使 得 许多 问题 的 分 析 与 求解 得 到 简化 。Fourier 
变换 是 两 种 常用 的 积分 变换 之 一 ,在 信号 分 析 、 数 据 处 理 等 领域 中 
得 到 广泛 应 用 。 近 年 发 展 起 来 的 小 波 变换 , 以 Fourier 变换 的 思想 
为 基础 ,已 经 在 量子 场 论 ` 地 震 勘 探 ,信号 处 理 、 机 械 故 障 诊断 与 监 
控 及 数字 电视 等 领域 中 得 到 了 成 功 的 应 用 。 


§ 6.1 Fourier 变换 及 其 基本 性 质 


§ 6.1.1 周期 函数 的 Fourier 级 数 


设 Fz) 是 直线 R 上 以 2x 为 周期 的 函数 。 如 果 7 在 [一 mr 
zx] 上 满足 Dirichlet 条 件 : 
(1) f() 在 [一 x,x] 上 连续 ,或 者 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ; 
(2) f(z) 在 [一 +,x]J 上 只 有 有 限 个 极 值 点 ， 
则 f(z) 的 Fourier 级 数 在 R! 上 收敛 , 且 


+ 2 (avcosks + bisinkt) = + +fe 0, ER 
k=1 


(6 一 1) 
其 中 a4,k==0,1,2,…,b4,k 二 1,2,… 称 为 FG) 的 Fourier 系数 ,其 


241 


计算 式 为 a : 
a = lf facoskdik = 0,1,2,.° 

(6 一 2) 
让 二 | fsinkdr,k 一 12 


(6 一 1) 式 将 一 个 以 2 为 周期 的 函数 分 解 成 一 列 谐 波 的 全 加 .根据 
(6 一 1) 式 和 (6 一 2) 式 , 数 对 序列 {a4,b} 与 f(t) 相互 确定 。 这 种 关 
系 为 分 析 周 期 波 提 供 了 方便 ,便于 在 时 一 空域 上 对 波形 进行 分 析 ， 
而 {ai,b) 便 于 在 频率 域 上 进行 分 析 。 当 已 知 由 f 确定 的 数 对 列 
{anbr} 时 ,不 仅 可 以 知道 ftz) 是 由 哪些 频率 的 谐 波 组 成 的 ,而 且 
可 由 此 知道 这 些 谐 波 的 振幅 分 布 。 而 谐 波 振 动 的 能 量 与 振幅 的 平 
方 成 正比 ,因此 ,组 成 波 的 能 量 随 频 率 的 分 布 也 随 之 确定 ,可 见 , 函 
数 的 Fourier 级 数 展 开 , 为 周期 波 的 内 部 结构 分 析 , 提供 了 一 个 有 
效 的 方法 。 

首先 注意 到 ,对 任意 以 了 为 周期 的 函数 /2) ,如 果 它 在 


[一 地 ,二 ] 上 满足 Dirichlet 条 件 , 则 借助 于 变量 将 换 ! 二 起 4 可 知 
FCw) 二 /| 下 x] 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ,从 而 可 得 
5Gt 十 0) 十 FF 一 0) 本 
2 


So 4} aros Hs + bsin 2 
2 十 名 7 7 


(6 一 3) 
其 中 


了 
at 一 双生 roeos rg,k = 0,1,2,，… 

9 (6 一 4) 
b= fsin Md = 1,2,.. 


因此 ,对 于 任意 一 个 满足 Dirichlet 条 件 的 周期 函数 ,都 可 利用 
Fourier 系数 {ai,b) 进 行 分 析 。 其 次 ,在 (6 一 1) 式 中 ,利用 Euler 公 
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式 2 
cost = 全 二 一 ， sint 一 a 3 
可 得 到 f(z) 的 Fourier 级 数 的 复数 形式 
GD) ~ Dae* (6 一 5) 
其 中 


4= 去 | aceredt=o 士 l 土 2… (6—6) 


注 1 ,由 于 c=|cr|e%,k 二 0, 土 1, 二 2,…, 所 以 , 称 {|c4|} 为 
f(z) 的 振幅 谱 , 而 称 { 录 } 为 rz) 的 相位 谱 。 

注 2 为 了 把 f(z) 与 其 Fourier 系数 联系 起 来 , 常 记 广 (一 
ct 一 0, 士 1, 士 2,…。 周 期 为 2r 的 函数 f(z) 的 Fourier 系数 具有 
如 下 性 质 : 

定理 6.1 设 f,gEL'[ 一 x,x], 且 是 以 2 为 周期 的 函数 , 则 

(1) (af 十 Bg)^(k) 二 af(k) 十 Bg(k),a,B 为 复数 ; 

(2) 记 f()=fQ4 一 ), 则 

fCk) = fk)e ws 
C3) IFODI< 去 47a, 这 里 1fla= 雪 上 [1fedrs 
(4) 称 
x8) = 站 | fa — xedz 


为 了 与 g 的 卷 积 , 则 (f x g)^(k)== 了 (hk)g(k),k 二 0, 土 
1,+2,…。 且 fxglu<lflalel,. 
(5) lim f(&)=0. 
(6) 设 f() 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,具有 连续 的 m 阶 导 
数 , 则 
Ji le"f(k)| 一 0 
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及 limAra' 一 0,limtb 一 0, 这 里 aisbi 由 (6 一 2) 式 定义 。 
eo op 
证 明 《1) 可 直接 验证 。 往 证 (2)。 

六 0D= 去 | fe Ved 


去 | f (e-emdu 
2rJ -二 r 


= 去 feedu = ef(k) 


(3) 由 | 了 (0)1 = 去 [| fea < 去 | rod = 


2 
fi, 知 。 
(4) 利 用 交换 积分 次 序 , 得 
fxg WW= HF edt 
= 去 | 去 | fG— z)g(z)dzj dk 
一 去 | 去 |. (一 z)g(z)ewe tend)de 
= 支 | 去 六 fl 一 re nd jecpe*dz 
= f(g(k) 
至 于 不 等 式 上 fxg 上 4 fi 中 g 上 4 的 证 明 是 平凡 的 。 
(5) 当 /EZL2[ 一 x,xj 时 ,由 定理 5.41 中 的 Bessel 不 等 式 , 有 


by 17(&) 1 = pb ICfse) SF? 


k= 一 co 4= 二 oo 


从 而 ,由 级 数 收敛 的 必要 条 件 知 | 广 ( 思 是 -~0CA 一 co), 于 是 
[7(8)1—>0, (kl—>o0). 
对 EDL 一 x,x], 由 吾 近 定理 ( 见 [12]) ,对 于 任意 之 0, 存 在 
gEL[ 一 x,x], 使 得 上 f 一 g 2<e, 而 对 于 go, 有 
ge(k) ~ 0(|k| 一 co) 
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于 是 ,存在 hEN 使 得 |g.(t)1<e, Ck 二 ho) ,从 而 当 t> 如 时 ,有 


I< EO ~ gO «lelde 
十 去 ee * er*ld 
= |f—gln+t {gk)| < 2 
所 以 lim fC)=0. 
(6) 用 分 部 积分 法 ， 


FW= | fe 


二 


一 27 "二 天 


于 


ss ,ih 
十 读 到 Poe dt 


NY 全 | 仙 -ik 
pi (We 出 


1 人 rom a 
zs] Vea 


注意 到 /中 EL[ 一 x,x], 由 (5) 有 六 (4) 一 0《|k| 一 co0), 所 以 
[eFCk) |= | 去 Cr 六 (ed 

= [f"&) | 00k| -co) 
同 理 可 证 limk"a,=0 与 iim"6==0. 口 
从 定理 6.1(4) 可 知 ,两 个 函数 的 卷 积 的 Fourier 系数 的 计算 
可 转化 为 这 两 个 函数 的 Fourier 系数 的 乘积 运算 ,这 个 性 质 给 频谱 


分 析 带 来 极 大 的 方便 。 因 为 信号 分 析 中 ,相关 分 析 是 一 个 重要 概 
念 ,而 两 个 以 2r 为 周期 的 信号 f(t) 与 f(z) 的 互相 关 沙 数 定义 为 


R(t) 一 『 万 (r) 7 人 十 rdr 
Riz(t) 的 Fourier 系数 
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RDO= 去 | (ff fac +Ddrjeed 


室 去 | Aceo{ [fa 计 eeetndljendz 
= fF ede = 2 blk 

在 频谱 分 析 中 ,对 相关 函数 的 谱 分 析 , 使 得 本 来 要 作 的 积分 运算 

(相关 函数 的 计算 ) ,转换 成 只 需 作 乘积 运算 ,这 样 , 便 大 大 减少 了 

运算 量 。 这 也 是 Fourier 分 析 具 有 生命 力 的 关键 所 在 。 


§ 6.1.2 非 周 期 函数 的 Fourier 变换 


一 般 的 信号 /2) ,是 直线 上 的 非 周期 函数 。 直 观 上 ,我 们 可 认 
为 是 周期 了 一 co 的 情形 。 对 以 了 为 周期 的 函数 A(z) ,由 (6 一 3) 与 
(6 一 4) 两 式 , 记 


a= 2 sf/ Ded, k=0, 土 1, 土 2,… (6 一 7) 
则 当 yo 在 [ 一 亏 ， P| LM Dace 条 件 且 连续 时 ,有 


10D = 六 oe (6 一 8) 


4 一 o 


设 fEL'( 一 co,o0), 在 (6 一 8) 式 中 , 令 7->oo, 可 证 其 “极限 形式 ” 
为 


GD) = aE) fedrewdw (6 一 9) 
令 
| ur 2 
Flw) = y= dr (6 — 10) 


__1 f> 
g(t) = 2 A dw (6 一 11) 
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定义 6.1 设 复 值 函数 feE 书 (一 co,co), 称 (6 一 10) 式 定义 的 
7(uw) 为 FiD) 的 Fourier 变换 , 称 (6 一 11) 式 定义 的 g(t) 为 了 (w) 的 
Fourier 逆 变 换 , 记 为 (了 (w))-!。 而 分 别称 


与 


fi.(w) 一 Vz] focosnwdr (6 一 12) 
0 

Few) = VE| fnsinnedr (6 — 13) 
0 


为 Fourier 余弦 变换 与 Fourier 正弦 变换 。 

注 当 了 是 (一 co,co) 上 偶 函 数 时 ,7 一 六 (w); 当 了 是 (一 co， 
ce) 上 奇 函 数 时 ,六 一 这 (ww) ， 

类 似 于 周期 函数 的 Fourier 系数 ,对 于 六 zu) ,有 

定理 6.2 设 JE 六 (一 co, 二 co),gELI( 一 co, 十 co)， 


(J 


(2) 
(3) 


im fF(w)=0; 


fowl< 和 fl 
记 w()=f C+D) ,h(t) =e wf 0), 则 Cw) = 了) , 


hw)=f (wth); 


(4) 
(5) 
6) 


(af+Ba)" (w)=af(w)+Bg(w); 

了 (w) 在 (一 ,co) 上 是 一 致 连续 的 ; 

设 有 ED( 一 oo0,c0),n 二 1,2,… 且 存在 f€L'( 一 吕 ， 
ce) ,使 得 


1 fla = 1/ -fle ono0) 


证 明 


《6) 。 


则 对 wE (一 co,co) ,一 致 地 有 
limf,(w) = f(w). 


(1),(2),(3),(4) 的 证 明 是 容易 的 。 我 们 只 证 (5) 和 


(5) 对 于 hER， 
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fw th 7 fdr 
(6 一 14) 
因 | Frldr<co,| 呈 一 1 和 2 , 故 
[Or< ~ 
又 令 gh) 二 |e* 一 1|f(7), 则 对 几乎 所 有 的 rE (一 oo,%), 有 lim 
gr(h) 二 0。 由 控制 收敛 定理 ,有 
加 | le — 11 loldr=o 


又 注意 到 (6 一 14) 右 端 与 z 无 关 , 从 而 可 知 六 rw) 在 (一 cc,co) 上 
一 致 连续 。 
(6) 因 为 上 万 一 三 | 0 一 ce) 及 


[fw) 一 Fw)|= 去 | (f(t) — fr))ewdr 
< 二 | If,C7) 一 fn 1dr 
2fJ -一 
Pe Wa 
了 抬 ! fC— fl 
所 以 ,对 wwE (一 co ,ce) ,一 致 地 有 lim 记 (rw) 一 六 (ro)， 口 


6. 1.3 ”Fourier 变换 的 性 质 
”定理 6.3 设 /ED( 一 co,oco) 
(1) (相似 性 质 ) 设 a 是 不 为 零 的 实 常数 , 则 f(at) 的 Fourier 
变换 为 二 关节) 
(2) (时 移 性 质 ) 对 to€ R, 有 f(t 一 t0) 的 Fourier 变换 为 
ef (rw); 
(3) ( 频 移 性 质 ) 设 wo 为 常数 , 则 ee 7G) 的 Fourier 变换 为 
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fw—wo)s 
(4) ” 设 扩 G2) 的 Fourier 变换 存在 , 且 fC 一 0(1t1 一 吕 ), 则 
有 
Fw) = iwf (w); 
(5) 设 tr(DOE 己 (一 coco), 则 一 GD) 的 Fourier 变换 为 
(Fo)) 0 
(6) 设 feD( 一 ceo), 且 | Jodr=0, 则 ha = 


ja f(r)dr 的 Fourier 变换 为 2， 


证 明 (1),(2) 与 (3) 可 直接 验证 ,利用 分 部 积分 法 ,并 且 注 意 
到 tim f()==0 可 得 证 (4) 如 下 ， 


户 (一 | (fewdt 


= Eel + [fede 


M27 M2 
= iwf(w) 


(5) 由 积分 号 下 求 微分 ,得 
[ -azroe“d = EE) fed = VF) 


因此 ,一 f(z) 的 Fourier 变换 为 (了 (w))' ,得 证 。 
至 于 (6), 因 fEL( 一 0, 十 0), 故 hELi( 一 co0, 十 0), 故 


f(D)=W (4)。 记 h(t) 的 Fourie HOw) = — [hye 
"变换 为 Hw) 一 - 夺 厂 4。 
dt, 由 (6) 知 (1) 的 Fourier 变换 及 (w)==iwH(w), 而 及 (w) 一 
f(w) 
了 (w), 故 H(w)= 口 


定理 6. 4(Parseval 公式 ) 设 fEL:(R)g€L(R), 了 (w)， 
8g(w) 分 别 为 (1) 与 g(t) 的 Fourier 变换 , 则 


三 ro rea = 2 few Faw C6 — 15) 
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特别 有 
人 po = 去 wl -19 
证 明 由 /EL:(R) ,gE PCRD) 及 不 等 式 
2 owed <T tolat | lew hd 
知 应 E 忆 (一 co, 十 co), 由 重 构 公式 (6 一 9) 有 


rowswa= | B&F edwg de 
= feof eerdrw 


= 二 7 (w) gw)dw 


(6 一 15) 式 得 证 。 令 g(1)= 二 (1) 得 (6 一 16) 式 。 口 
定理 6. 5( 乘 积 定理 ) 如 果 g(CD)EZICR),y 的 Fourier 变换 
fw)ELR), 则 
(fa) (w) = fw) * g(rw) 
证 明 令 h()=f(t)g(t),tER。 可 证 4hG)ELIR), 则 


hw) = 人 一 Pu 
w 雇 | 作 /ee dt 
由 重 构 公式 
PN a 网 

f0) = ye du 

于 是 
h(w)= a (werdu) g(t)e-dz 
Mar 


一 (u) {eedr} a 


.= I FO)g Cw 一 wdu 
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= f(w) * g(w) 口 
关于 卷 积 的 Fourier 变换 ,类 似 于 周期 函数 的 卷 积 的 Fourier 
系数 。 

定理 6.6( 卷 积 定理 ) 设 /EL(R),g (1) 的 Fourier 变换 
Co) 存 在 , 且 gE 己 (R) 则 (fx g)^(w) fw) gle). 

证 明 ”由 定理 条 件 易 知 h(t) = (fx* g)() = 三 rosc 一 
z)dz 存在 。 由 定理 6.3(2) 知 g(t 一 x) 的 Fourier 变换 为 eg(w)， 
从 而 ,由 重 构 公式 有 

gL —7z)= -大 |zeoc ed 


因此 
六 (一 wm = 4 
| < | 去 | (ze dz ewewaw 
= [7 (wg(w)e dw 
由 重 构 公式 得 


h(w) = flw)g(w) 口 
例 6-1 设 f()=e- 全 g(t) 二 oe 下 ,1ER, 其 中 a,6 为 正常 
数 ,计算 了 (4) 与 g(2) 的 卷 积 


h(t) 一 厂 flz)g(t 一 z)dz 


解 由 于 


flw)= 上 -eater-mudit 


0 
=| ee 一 Hiuatoazdt 
-= 
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2 foeo 
| i 


令 s= 二 (1 十 iwa*/2)/a, 则 
f(w) = ae- oan ez 一 Mia- 
同 理 可 得 gCw) 二 Vie- /4。 由 卷 积 定理 6.6 知 


Pp: 2 
hlw) = rabe- te 


根据 重 构 公 式 可 得 
h(t) = | rabe- vowdw = per. 下 

从 例 6-1 可 看 出 ,通过 计算 六 ao) ,gCw) 和 fw) 二 了 (ww)g (rw) 
的 Fourier 反 变 换 ,而 避免 了 积分 式 hCD) = | ”f(glt 一 z)dz 的 
直接 计算 。 而 对 于 了 w) ,g(rw) 和 用 (w) 的 Fourier 的 变换 ,通过 采 
样 定理 进行 离散 化 后 ,有 快速 算法 。 因 此 ,利用 卷 积 定理 与 离散 化 
后 的 快速 Fourier 变换 算法 ,可 很 快 地 计算 两 个 函数 的 卷 积 。 关 于 
快速 Fourier 变换 算法 ,限于 篇 幅 , 本 书 不 再 详细 介绍 ,有 兴趣 的 读 
者 可 参阅 参考 文献 [14]。 

在 时 间 序 列 分 析 中 ,常常 要 计算 两 个 函数 f(t) ,g(t) vtER 的 
互相 关 函 数 


RO) = [rs (+ x)dz (6 一 17) 
及 f 的 自 相 关 函 数 
4RC) = /D7 + dz (6 — 18) 
其 中 了 ,# 分 别 表 f 和 g 的 共 斩 函 数 。 
类 似 于 卷 积 定理 ,有 


定理 6.7( 互 相关 函数 的 Fourier 变换 ) 设 函 数 /EL'(R),g 
EL(R), 且 /与 g 的 互相 关 函 数 RGC) = | ”f(z)8 (十 z)dz 在 
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R 上 绝对 可 积 , 则 RG) 的 Fourier 变换 及 (w)=V3x 了 (w)g(w)。 
证 明 我们 首先 证 明 , 当 gE€L'(R), 有 
BCw) = 8(— w) 
事实 上 ,因为 gEL(R), 则 由 |B(2)1=|gb0)1, 故 B04) EL 
(R), 从 而 对 几乎 所 有 的 wER,(w) 存 在 , 且 


1 [= 
一 一 -一 一 md 
gl(w) | (2)e z 


= 二 -| g(t)ewdt 


= &(— w) ， 
注意 到 R(t) 具 有 对 称 性 , 即 RG) 一 R( 一 名 ,由 上 述 结果 及 Fubini 
定理 ,有 


Rowo- - 忒 (全 so“d}- ye Ce 


去 上 - (Er (2)B (x + wdr)ewdu 


1 


三 | (zx) (Js 《x 十 wevetadu)e- 
Ek [We BE(— we-~dzr 
= ro5eocdz 


= V2rf(w) Fw). 国 | 
由 定理 6. 7 可 得 /(z) 的 相关 函数 4R() 的 Fourier 变换 为 
(4R)A (w) = V2rf(w) 天 (ao) = V 玩 |7oo)1: 
在 信号 分 析 中 , 常 把 V2r7 六 xu) 下 (zw) 称 为 能 量 信号 Fdt) 与 8(b) 的 
互 能 量 谱 密度 ,而 称 ARCw) 为 能 量 信 号 /Ki) 的 能 量 谱 密 度 , 记 为 


s(w). 


例 6-2 求 能 量 信 号 
or 0 
EO 人 :<0 
的 自 相关 函数 和 能 量 谱 密 度 ,其 中 8 二 0. 
解 注意 到 
一 Pd+z) 
de 十 z) 一 人 He 
当 t 之 0 时， 


4RG) = [eetoertdz = 万 
当 z<0 时 ， 
ARW= [eeetve-dz 
= Ee = 动 o 
因此 2) 的 自 相关 函数 4RCD) 一 365c-a ER 
由 于 


fow= -| fe)e-md 
也 2 t 


1 
M27 
Pk A 
Mir B+iw 
所 以 ,根据 定理 6. 7 知 f(z) 的 能 量 谱 密度 
s(w) = (4R)A (w) = Vz) l= 1 


he , 
| eh-md 
0 


Vaz PB + w 
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§ 6.2 广义 函数 及 其 Fourier 变换 


$6. 2.1 Dirac( 狱 拉克) 函数 


我 们 从 “ 冲 激 函 数 ” 开 始 ,叙述 广义 函数 的 实际 背景 .从 物理 上 
来 说 ， 冲 激 ” 被 认为 是 非常 短暂 、 非 常 强烈 的 单位 面积 的 脉冲 , 即 
一 个 无 穷 大 的 量 作用 在 一 瞬间 ,而 作用 的 总 效果 等 于 1, 从 数学 上 
讲 ,“ 冲 激 ”" 具 有 零 宽度 和 无 限 的 高 度 而 具有 “单位 面积 ”尽管 这 样 
一 个 真正 的 冲 激 沙 数 在 现实 世界 中 根本 不 存在 ,但 它 却 是 研究 物 
理学 中 诸如 点 电荷 .质点 、 点 源 等 许多 现象 的 数学 工具 ,也 是 考虑 
动力 系统 和 光学 系统 的 重要 工具 。“ 冲 激 函数 ” 常 称 为 6 函数 或 
Dirac( 狄 拉克 ) 函数 。 

9 函数 可 定义 如 下 : 

0， 1 天 0; 
sw = pe (6— 19) 


但 
Sdt =1 (6 — 20) 


上 述 函 数 的 定义 不 能 给 出 函数 6(z) 的 明显 图 像 ,而 必须 通过 在 t= 
0 附近 定义 的 函数 
0， <<0, 或 1 二 几 
so- 人 On (6 — 21) 
来 说 明 。 易 知 ,对 于 任意 的 4 二 0, 有 
| (de = [ 二 =1 


6 函数 是 .C2) 在 h->0+ 时 的 极限 , 即 
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6(1) = lim 0(t) (6 一 22) 
0 


如 果 我 们 承认 5 函数 的 积分 可 通过 由 6;() (>>0) 的 积分 取 极 限 
并 可 “交换 积分 与 取 极 限 的 次 序 ” 的 话 , 则 可 得 
三 aod = 全: lm dt = lm| ad=1 


则 知 》 函数 满足 (6 一 20) 式 。 以 下 叙述 $ 函数 的 一 些 性 质 ,这 些 性 
质 的 证 明 中 均 假设 可 交换 积分 与 取 极 限 的 顺序 。 
性 质 1 若 f(1) 在 t=0 及 其 附近 连续 , 则 有 


| soraou = re (6 — 23) 
证 明 ”由 积分 中 值 定理 ,并 根据 6 函数 的 极限 形式 ,有 
六 soroa= 六 him, fdt 


尝 im| 6,(t) fd 
hoo 一 on 


-bm Hu 
= Im 大 FA = f(0) 
性 质 2 车 f(1) 在 :=a 及 其 附近 连续 , 则 有 
[sa — a)fl dt = fla) (6 — 24) 
证 明 令 r=1 一 a, 则 有 
三 se-orod = 三 sore+odr=raw OO 


注 若 2) 在 :< 处 的 左右 极限 均 存在 ,但 :一 < 为 (1) 的 
第 一 类 间断 点 , 则 可 证 明 


sc 一 ood = [fat 0) + f(a— 0)] 
性 质 3 记 昌 (2) 为 海 微 赛 德 单位 函数 , 即 
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i 人 4<0 

DEN, 1>o0 
则 5() 一 站 Ho)。 

证 明 由 右 () 的 定义 。 当 h>0 时 ,有 

他 i < 一 人 或 上 之 0 

HG+h)— HG)= 人 


从 而 
二 {HG 十 AD 一 HG} = 十 有 


令 h 一 0, 有 
(1)= limé, Cz 十 h) 


ge | _d 
= lim{HG + — HW} = EH 


§ 6. 2.2 9 函数 的 Fourier 变换 


定义 6.2 设 f(), 了 (Cw) 分别 是 定义 在 实数 域 R 上 允许 含有 


S(t 一 q) 及 其 导数 的 函数 ,如 果 有 
bE ed 一 io 
f(w) = 友人 0 dt 


PN et 
Fa) = y= 2 dt 


则 称 f(2) 与 了 (w) 为 Fourier 变换 对 。 
例 6-3 6(w)=1 
证 明 由 前 一 段 中 性 质 1 知 


io) = | soc“d=1 
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且 | seoend: ORG 口 
由 例 6-3, 易 知 SG 一 a) 的 Fourier 变换 
FOw) = 64 — Wedt= em 


例 6-4 求 (w) 二 让 十 76(w) 的 Fourier 着 变换 。 


解 FF(w) 的 Fourier 逆 变 换 为 
| 优 十 ri(u) ]erdm 
二 避风 


be 1 
一 人 /二 二 |” 之 end 
了 六 scoenao+ -其 六 页 
x 1 [~ coswt 1 人 >” sinwt 
=\3 d | d 
村 二 wh wd 
= 局 ”sinwtd 
注意 到 Dirichlet 人 
5, it>0, 
2”av = 0， 4 一 0， 
0 Ww 
A 
0 t<0 
. 则 有 
/2r， t>0， 
f(D) 一 | 工 = 
pi t=0,， 
0， t<0 


OO [dw = 6(t) 的 证 明 要 用 到 函数 是 3 式 函 数列 的 弱 * 极限 理论 才能 证 
明 , 这 部 分 内 容 可 参阅 [14]。 
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